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自动控制原理

第四章 根轨迹法

电子信息学院

主讲：张永韡 博士 讲师
email: ywzhang@just.edu.cn
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主要内容

1 根轨迹法的基本概念
根轨迹
根轨迹的条件

2 绘制根轨迹的基本法则
基本法则
其他有用结论

3 广义根轨迹
零度根轨迹
参数根轨迹

4 利用根轨迹分析系统性能
开环极点对根轨迹的影响
开环零点对根轨迹的影响
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主要内容

1 根轨迹法的基本概念
2 绘制根轨迹的基本法则
3 广义根轨迹
4 利用根轨迹分析系统性能
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根轨迹法的基本概念

根轨迹法的特点

根轨迹法: 三大分析校正方法之一
特点： 1 图解方法，直观、形象。

2 适用于研究当系统中某一参数变化时，系统性能的变
化趋势。

3 近似方法，不十分精确。

根轨迹： 系统某一参数由 0 → +∞ 变化时，系统闭环特征根 λ 在 s
平面相应变化所描绘出来的轨迹
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根轨迹法的基本概念 根轨迹

接下来...

1 根轨迹法的基本概念
根轨迹
根轨迹的条件

2 绘制根轨迹的基本法则
基本法则
其他有用结论

3 广义根轨迹
零度根轨迹
参数根轨迹

4 利用根轨迹分析系统性能
开环极点对根轨迹的影响
开环零点对根轨迹的影响
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根轨迹法的基本概念 根轨迹

根轨迹

例 1系统结构图如图所示，分析闭
环极点 λ 随开环增益 K 变化的趋
势。

G(s) = K
s(0.5s + 1)

=
K∗ = 2K
s(s + 2){

K：开环增益
K∗：根轨迹增益

Φ(s) = C(s)
R(s) =

K∗

s2 + 2s + K∗

D(s) = s2 + 2s + K∗ = 0

λ1,2 = −1±
√
1− K∗

r e K
s(0.5s+1)

c
−

K∗ = 2K λ1 λ2
0 0 -2

0.64 -0.4 -1.6
1 -1 -1
2 -1+j1 -1-j1
5 -1+j2 -1-j2
17 -1+j4 -1-j4
...

...
...

∞ -1+j∞ -1-j∞

j

-5
-4
-3
-2
-1
0
1
2
3
4
5
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根轨迹法的基本概念 根轨迹的条件

接下来...

1 根轨迹法的基本概念
根轨迹
根轨迹的条件

2 绘制根轨迹的基本法则
基本法则
其他有用结论

3 广义根轨迹
零度根轨迹
参数根轨迹

4 利用根轨迹分析系统性能
开环极点对根轨迹的影响
开环零点对根轨迹的影响
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根轨迹法的基本概念 根轨迹的条件

根轨迹的条件

G(s)H(s) = K∗(s − z1) · · · (s − zm)

(s − p1)(s − p2) · · · (s − pn)
=

K∗∏m
i=1(s − zi)∏n

j=1(s − pj)

Φ(s) = G(s)
1 + G(s)H(s)

G(s)H(s) = K∗(s − z1) · · · (s − zm)

(s − p1)(s − p2) · · · (s − pn)
= −1 →根轨迹方程

|G(s)H(s)| = K∗|s − z1| · · · |s − zm|
|s − p1||s − p2| · · · |s − pn|

=
K∗∏m

i=1 |s − zi|∏n
j=1 |s − pj|

= 1 →模值条件

∠G(s)H(s) =
m∑

i=1

∠(s − zi)−
n∑

j=1

∠(s − pj) = (2k + 1)π →相角条件
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根轨迹法的基本概念 根轨迹的条件

根轨迹的条件

注意：
相角条件是 s 点位于根轨迹上的充要条件，绘制根轨迹就是找出 s
平面上所有满足相角条件的点。

根轨迹上某点对应的 K∗ 值，应由模值条件来确定。
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绘制根轨迹的基本法则 基本法则

接下来...

1 根轨迹法的基本概念
根轨迹
根轨迹的条件

2 绘制根轨迹的基本法则
基本法则
其他有用结论

3 广义根轨迹
零度根轨迹
参数根轨迹

4 利用根轨迹分析系统性能
开环极点对根轨迹的影响
开环零点对根轨迹的影响
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绘制根轨迹的基本法则 基本法则

绘制根轨迹的基本法则

法则 1 根轨迹的起点和终点
根轨迹起始于开环极点（ ），终止于开环零点（ ）；如果开环零点个数
m 少于开环极点个数 n，则有 n − m 条根轨迹终止于无穷远处。

例 2

G(s)H(s) = K∗

s(s + 2)

j

K∗ = 0

K∗ → ∞

K∗ = 0

K∗ → ∞

[s]

0
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绘制根轨迹的基本法则 基本法则

绘制根轨迹的基本法则

法则 2 根轨迹的分支数，对称性和连续性
根轨迹的分支数 = 开环极点数 n；根轨迹连续且对称于实轴。

法则 3 实轴上的根轨迹
其右侧开环实零点与实极点数目之和为奇数的区域必是根轨迹。

j
[s]

0

j
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绘制根轨迹的基本法则 基本法则

绘制根轨迹的基本法则

法则 4 渐近线

σa =

∑n
i=1 pi −

∑m
j=1 zj

n − m

ψa =
(2k + 1)π

n − m

n > m 时，n − m 条根轨迹分支趋于无穷远处的规律。
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绘制根轨迹的基本法则 基本法则

绘制根轨迹的基本法则

例 3系统开环传递函数为

G(s) = K∗

s(s + 2)

试绘制根轨迹。

解：1，实轴上的根轨迹：[-2,0]；2，渐近
线：

σa =

∑n
i=1 pi −

∑m
j=1 zj

n − m =
−2 + 0

2− 0
= −1

ψa =
(2k + 1)π

n − m = ±90◦

j

-5
-4
-3
-2
-1

1
2
3
4
5

[s]

0
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绘制根轨迹的基本法则 基本法则

绘制根轨迹的基本法则

例 4单位反馈系统的开环传递函数为

G(s) = K∗

s(s + 1)(s + 2)

试绘制根轨迹。

解：1，实轴上的根轨迹：[−∞,−2]，
[−1, 0]；2，渐近线：

σa =
0− 1− 2

3
= −1

ψa =
(2k + 1)π

3
= ±60◦, 180◦

j

-2

-1

1

2
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绘制根轨迹的基本法则 基本法则

绘制根轨迹的基本法则

法则 5

分离点d
n∑

j=1

1

d − pj
=

m∑
i=1

1

d − zi
对应重根

分离角θ θ =
2π

q

分离角 θ：分离点处相邻分支的切线夹角。q：分支数

1 无零点时右端为 0；
2 法则 5 是必要条件，只有满足分离点方程又属于根轨迹的点才是分
离点；

3 实轴上，相邻两个开环极点（或相邻开环零点）之间的根轨迹上必
有分离点；相邻开环零点和极点之间可能有分离点。

4 根轨迹可能有不止一个分离点；分离点不一定在实轴上。
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绘制根轨迹的基本法则 基本法则

绘制根轨迹的基本法则

例 5 单位反馈系统的开环传递函数为 G(s) = K∗

s(s+1)(s+2) 试绘制根轨迹。

解： 1 实轴上的根轨迹：[−∞,−2]，[−1, 0]

2 渐近线：

σa =
0− 1− 2

3
= −1

ψa =
(2k + 1)π

3
= ±60◦, 180◦

3 分离点： 1
d−0 +

1
d−(−1) +

1
d−(−2) = 0。整

理得：3d2 + 6d + 2 = 0，解得：{
d1 = −0.423 �
d2 = −1.577 ×

4 与虚轴交点？

j

-2

-1

1

2

-3 -2 -1 1
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绘制根轨迹的基本法则 基本法则

绘制根轨迹的基本法则

法则 6与虚轴交点
1 系统临界稳定点
2 s = jω 是根的点

[接例 5]，解：

D(s) = s(s+1)(s+2)+K∗ = s3+2s2+2s+K∗ = 0

令 s = jω，D(jω) = −jω3 − 2ω2 +2jω+K∗ = 0{
Re[D(jω)] = −2ω2 + K∗ = 0
Im[D(jω)] = −ω3 + 2ω = 0

{
ω = ±

√
2

K∗ = 6

j

-2
−
√
2

-1

1
√
2

2

-3 -2 -1 1
d

0
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绘制根轨迹的基本法则 基本法则

法则 7：起始角和终止角

起始角：始于开环极点的
根轨迹，在起点处的切线
与水平线的正方向夹角
θp1

σ

jω

0

p1 θp1

p2

θp2

p3
θp3

z1
θz1

θpk = 180◦ +
m∑

i=1

∠(pk − zi)−
n∑

j=1,j̸=k
∠(pk − pj)
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绘制根轨迹的基本法则 基本法则

法则 7：起始角和终止角

终止角：止于开环零点的
根轨迹，在终点处的切线
与水平线的正方向夹角
θz1

σ

jω

0

p1

p2

z1
θz1

z2

θzk = 180◦ +
n∑

j=1

∠(zk − pj)−
m∑

i=1,i̸=k
∠(zk − zi)
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绘制根轨迹的基本法则 其他有用结论

接下来...

1 根轨迹法的基本概念
根轨迹
根轨迹的条件

2 绘制根轨迹的基本法则
基本法则
其他有用结论

3 广义根轨迹
零度根轨迹
参数根轨迹

4 利用根轨迹分析系统性能
开环极点对根轨迹的影响
开环零点对根轨迹的影响
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绘制根轨迹的基本法则 其他有用结论

其他有用结论：根轨迹任一点对应增益

j

-2
K∗ = 6
-1

1
K∗ = 6

2

-3 -2 -1 1
d

0

K∗
d = 0.385

例 6单位反馈系统的开环传递函数为

G(s) = K∗

s(s + 1)(s + 2)

绘制根轨迹
解： 模值条件

|G(s)H(s)| = K∗∏m
i=1 |s − zi|∏m

j=1 |s − pj|

K∗ =

∏n
j=1 |s − pj|∏m
i=1 |s − zi|

K∗ = |s − 0||s − (−1)||s − (−2)| s=j
√
2

= 6

K∗
d = |d − 0||d − (−1)||d − (−2)| d=−0.423

= 0.385
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绘制根轨迹的基本法则 其他有用结论

其他有用结论：

开环极点与闭环极点关系

根之和：
n∑

i=1

λi =
n∑

i=1

Pi = C (n − m ≤ 2)

n − m ≤ 2 时，闭环根之和保持一个常值。
n − m ≤ 2时，一部分根左移，另一部分根必右移，且移动总量为零。

闭环极点（根）与特征方程系数关系

D(s) = sn + a1sn−1 + · · ·+ an = (s − s1) · · · (s − sn) = 0
n∑

j=1

sj = −a1,
n∏

j=1

sj = (−1)nan
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绘制根轨迹的基本法则 其他有用结论

其他有用结论：

定理：若系统有 2 个开环极点，1 个开环零点，且在复平面存在根轨迹，
则复平面的根轨迹一定是以该零点为圆心的圆弧。

j

0

j

0

j

0

j

0

j

0

j

0
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绘制根轨迹的基本法则 其他有用结论

课程回顾

根轨迹
系统某一参数由 0 → +∞ 变化时，系统闭环特征根 l 在 s 平面相应变化
所描绘出来的轨迹。

G(s)H(s) = K∗(s − z1) · · · (s − zm)

(s − p1)(s − p2) · · · (s − pn)
= −1 →相角条件

根轨迹条件

|G(s)H(s)| = K∗|s − z1| · · · |s − zm|
|s − p1||s − p2| · · · |s − pn|

=
K∗∏m

i=1 |s − zi|∏n
j=1 |s − pj|

= 1 →模值条件

∠G(s)H(s) =
m∑

i=1

∠(s − zi)−
n∑

j=1

∠(s − pj) = (2k + 1)π →相角条件
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.

绘制根轨迹的基本法则 其他有用结论

课程回顾

绘制根轨迹的基本法则
法则 1 根轨迹的起点和终点
法则 2 根轨迹的分支数，对称性和连续性
法则 3 实轴上的根轨迹
法则 4 渐近线 σa =

∑n
i=1 pi−

∑m
j=1 zj

n−m , ψa = (2k+1)π
n−m

法则 5 分离点
∑n

i=1
1

d−pi
=

∑m
j=1

1
d−zj

法则 6 与虚轴交点 Re[D(jω)] = Im[D(jω)] = 0
法则 7 出射角/入射角

θpk = 180◦ +
∑m

i=1∠(pk − zi)−
∑n

j=1,j̸=k ∠(pk − pj)
θzk = 180◦ +

∑n
j=1∠(zk − pj)−

∑m
i=1,i̸=k ∠(zk − zi)

法则 8 根之和
∑n

i=1 λi =
∑n

i=1 Pi = C (n − m ≥ 2)
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绘制根轨迹的基本法则 其他有用结论

例 7

r e K∗

s(s+1)

c

s+2
s+4

−

j

0

-2

-1

1

2

-4 -3 -2 -1 1

系统结构图如图所示
1 绘制当

K∗ = 0 → +∞ 时系统的根轨迹；
2 当 Re[λ1] = −1 时，λ3 =?
解：1，G(s) = K∗(s+2)

s(s+1)(s+4)

(1) 实轴上的根轨迹：[-4,-2], [-1,0]

(2) 渐近线：
{
σa = (0−1−4)−(−2)

3−1 = −3
2

ψa = (2k+1)π
3−1 = ±90◦

(3) 分离点：

1

d − 0
+

1

d + 1
+

1

d + 4
=

1

d + 2
→ d = −0.55

Kd =
|d||d + 4||d + 4|

|d + 2|
= 0.589
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绘制根轨迹的基本法则 其他有用结论

例 7

r e K∗

s(s+1)

c

s+2
s+4

−

j

0

-2

-1

1

2

-4 -3 -2 -1 1

系统结构图如图所示
1 绘制当

K∗ = 0 → +∞ 时系统的根轨迹；
2 当 Re[λ1] = −1 时，λ3 =?
解：2，由根之和法则

0− 1− 4 = −5 = λ1 + λ2 + λ3

= 2(−1) + λ3

λ3 = −5 + 2 = −3
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绘制根轨迹的基本法则 其他有用结论

例 8

r e K
s

1
s(s+2)

c

2

−−

j

0

-1

1

-1 p1

p1

p2

θ3 = 135◦

θ2 = 90◦

θ1

已知系统结构图，绘制根轨迹。

解：1，G(s) = K
s

1
s(s+2)

1+ 2
s(s+2)

= K
s(s2+2s+2)

(1) 实轴上的根轨迹：[−∞, 0]

(2) 渐近线：
{

σa = (0−1−1)
3 = −2

3

ψa = (2k+1)π
3 = ±60◦, 180◦

(3) 出射角：

θ1 = 0−(90◦+135◦)+180◦ → θ1 = −45◦

(4) 与虚轴交点：

D(s) = s3 + 2s2 + 2s + K = 0{
Re[D(jω)] = −2ω2 + K = 0
Im[D(jω)] = −ω3 + 2ω = 0

ω = ±
√
2

K = 4
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绘制根轨迹的基本法则 其他有用结论

绘制根轨迹的基本法则

注意
1 用以上法则，只能概略地绘出根轨迹来；
2 并非每一题全部法则都要用；
3 实轴、虚轴相同的刻度；
4“ ”、“ ”；
5 加粗线及箭头；
6 关键点的标注；
7 开环零极点的位置有时略有变化，根轨迹可能有显著的不同，要依
据情况具体分析而确定。
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广义根轨迹 零度根轨迹

接下来...

1 根轨迹法的基本概念
根轨迹
根轨迹的条件

2 绘制根轨迹的基本法则
基本法则
其他有用结论

3 广义根轨迹
零度根轨迹
参数根轨迹

4 利用根轨迹分析系统性能
开环极点对根轨迹的影响
开环零点对根轨迹的影响
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.
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广义根轨迹 零度根轨迹

广义根轨迹

零度根轨迹—系统实质上处于正反馈时的根轨迹
r e G(s) c

H(s)

+

G(s)H(s) = K∗(s − z1) · · · (s − zm)

(s − p1)(s − p2) · · · (s − pn)
=

K∗∏m
i=1(s − zi)∏n

j=1(s − pj)

Φ(s) = G(s)
1− G(s)H(s)

G(s)H(s) = K∗(s − z1) · · · (s − zm)

(s − p1)(s − p2) · · · (s − pn)
= +1 →根轨迹方程

|G(s)H(s)| = K∗|s − z1| · · · |s − zm|
|s − p1||s − p2| · · · |s − pn|

=
K∗∏m

i=1 |s − zi|∏n
j=1 |s − pj|

= 1 →模值条件

∠G(s)H(s) =
m∑

i=1

∠(s − zi)−
n∑

j=1

∠(s − pj) = 2kπ →相角条件
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广义根轨迹 零度根轨迹

绘制零度根轨迹的基本法则

法则 1 根轨迹的起点和终点
法则 2 根轨迹的分支数，对称性和连续性
法则 3 实轴上的根轨迹
法则 4 渐近线

σa =

∑n
i=1 pi −

∑m
j=1 zi

n − m , ψa =
2kπ

n − m

法则 5 分离点
∑n

i=1
1

d−pi
=

∑m
j=1

1
d−zj

法则 6 与虚轴交点 Re[D(jω)] = Im[D(jω)] = 0
法则 7 出射角/入射角

θpk =
∑m

i=1∠(pk − zi)−
∑n

j=1,j̸=k ∠(pk − pj)
θzk =

∑n
j=1∠(zk − pj)−

∑m
i=1,i̸=k ∠(zk − zi)

法则 8 根之和
∑n

i=1 λi = C (n − m ≥ 2)
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广义根轨迹 零度根轨迹

零度根轨迹

r e K(s+1)
s2+2s+2

c
±

j

0

-1

1

-2 -1 1
dd

例 9系统结构图如图所示，
K = 0 → +∞ 变化。试分别绘制 0◦、180◦ 根轨迹。

解： G(s) = K(s+1)
s2+2s+2

= K(s+1)
(s+1+j)(s+1−j) ,

{
Kk = K/2

v = 0

A, 180◦ 根轨迹 B, 0◦ 根轨迹
(1) 实轴轨迹：[−∞,−1] [−1,∞]

(2) 出射角：θ1 = 90◦ − 90◦ + 180◦ 90◦ − 90◦ + 0◦

→ θ1 = 180◦ → θ = 0

(3) 分离点： 1
d+1+j +

1
d+1−j =

2(d+1)
d2+2d+2

= 1
d+1

整理得：d2 + 2d = d(d + 2) = 0
解根：{

d1 = −2

Kd1 = |d+1+||d+1−j|
|d+1|

d=−2
= 2

{
d2 = 0

Kd2 = |d+1+||d+1−j|
|d+1|

d=0
= 2
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广义根轨迹 零度根轨迹

零度根轨迹

j

0

-4

-2

2

4

-4 -2

例 10系统开环传递函数

G(s) = K∗(s + 1)

(s + 3)3

分别绘制 0◦、180◦ 根轨迹。
解： 1，绘制 180◦ 根轨迹

(1) 实轴轨迹：[−3,−1]

(2) 渐近线：
{
σa = −3×3+1

2 = −4

ψ = (2k+1)π
2 = ±90◦

(3) 出射角：有重实极点 (或零点)
时，该点处相邻分支切线夹角 θ = 2π

q = 2π
3
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广义根轨迹 零度根轨迹

零度根轨迹

j

0

-4

-2

2

4

-10 -8 -6 -4 -2

2，绘制 0◦ 根轨迹

(1) 实轴轨迹：[−∞,−3]，[−1,+∞]

(2) 渐近线：
{
σa = −3×3+1

2 = −4

ψ = 2kπ
2 = 0◦, 180◦

(3) 分离点： 3
d+3 = 1

d+1

整理得：
3d + 3 = d + 3 → d = 0

K∗
d = |d+3|3

|d+1|
d=0
= = 27

(4) 出射角：有重实极点 (或零点) 时，
该点处相邻分支切线夹角 θ = 2π

3
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广义根轨迹 参数根轨迹

接下来...

1 根轨迹法的基本概念
根轨迹
根轨迹的条件

2 绘制根轨迹的基本法则
基本法则
其他有用结论

3 广义根轨迹
零度根轨迹
参数根轨迹

4 利用根轨迹分析系统性能
开环极点对根轨迹的影响
开环零点对根轨迹的影响
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广义根轨迹 参数根轨迹

参数根轨迹—除 K∗ 之外其他参数变化时系统的根轨迹

r e 5
s(5s+1))

c

Tas + 1

+

例 11绘制图示系统当参数 Ta 从零
变化到无穷大时的根轨迹。
解： 1，

G(s)H(s) = 5(Tas + 1)

s(5s + 1)

D(s) = s(5s + 1) + 5(Tas + 1) = 0

将不含 Ta 的项组合在一起，并将上面的式子除以这些项得到

1 +
5Tas

5s2 + s + 5
= 0 即

Tas
s2 + 0.2s + 1

= −1

由于这一表达式的形式与根轨迹方程的形式相同，从而得到一个等效的
开环传递函数

Ge(s)He(s) =
Tas

s2 + 0.2s + 1

等效的根轨迹增益为 K∗
e = Ta。
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广义根轨迹 参数根轨迹

参数根轨迹—除 K∗ 之外其他参数变化时系统的根轨迹

r e 5
s(5s+1))

c

Tas + 1

+

Re

Im

0-1

例 12绘制图示系统当参数 Ta 从零
变化到无穷大时的根轨迹。
解： 1，

Ge(s)He(s) =
Tas

s2 + 0.2s + 1
, K∗

e = Ta

p1,2 = −0.1± j0.99, z1 = 0

(1) 实轴轨迹：[−∞, 0]

(2) 渐近线：1 条，ψ = (2k+1)π
n−m = π，肯定在实轴上

(3) 分离点： 1
d+0.1+j0.99 + 1

d+0.1−j0.99 = 1
d−0

解得：d = −1，d = 1（舍去）

(4) 出射角：θ1 = 95.7◦ − 90◦ + 180◦ = 185.7◦
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广义根轨迹 参数根轨迹

广义根轨迹

例 13例单位反馈系统开环传递函数 G(s) = (s+a)/4
s2(s+1)

，a = 0 → ∞ 变化，
绘制根轨迹。
解： D(s) = s3 + s2 + 1

4s + 1
4a = 0 → 1 + a/4

s3+s2+ 1
4

s = 0 构造“等效开环

传递函数”G∗(s) = a/4
s3+s2+s/4 = a/4

s(s+0.5)2

j

0

-0.5

0.5

-1 -0.5
d

(1) 实轴轨迹：[−∞, 0]
(2) 渐近线：ψa = −1/3，ψa = ±60◦，180◦

(3) 分离点：1
d + 2

d+0.5 = 0

整理得：3d + 0.5 = 0 → d = −1/6 K∗ =
ad
4 = |d||d + 0.5|2 = 1/54 → ad = 2/27

(4) 与虚轴交点：
D(s) = s3 + s2 + s/4 + a/4 = 0{

Re[D(jω)] = −ω2 + a/4 = 0
Im[D(jω)] = −ω3 + ω/4 = 0

{
ω = 1/2

a = 1
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.

广义根轨迹 参数根轨迹

课程小结：广义根轨迹

零度根轨迹
注意与绘制 180◦ 根轨迹不同的 3 条法则

参数根轨迹
构造等效开环传递函数
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利用根轨迹分析系统性能

利用根轨迹分析系统性能

例 14

D(s) = s2 + 2s + K∗ = 0

λ1,2 = −1±
√
1− K∗

K∗ = 2K = 0 1 ∞

动态性能
ξ > 1 0 < ξ < 1
σ% = 0 β ↑⇒ ξ ↓⇒ σ% ↑

Ts ↓ ts =
3.5
ξωn

稳定性 Re[λ1,2] < 0，系统绝对稳定
稳态误差
[r(t) = At] K∗ ↑⇒ ess =

A
K = 2A

K∗ ↓

j

0

-5
-4
-3
-2
-1

1
2
3
4
5

-2 -1
d
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利用根轨迹分析系统性能

r e K
(s+1)2( 4

7
s−1)

c

2s + 1

−

j

0

-2

-1

1

2

-2 -1 1 2

1.75

0.5

例 15系统结构图如图所示
1 绘制当 K∗ = 0 → +∞
时系统的根轨迹；

2 分析系统稳定性随 K∗ 变化的规律。
解：1，G(s) = K(2s+1)

(s+1)2( 4
7

s−1)
= 3.5K(s+1/2)

(s+1)2(s− 7
4
){

K∗ = 3.5K
v = 0

(1) 实轴上的根轨迹：[-0.5,1.75]

(2) 渐近线：
{
σa = −2+7/4+1/2

3−1 = 1
8

ψa = (2k+1)π
3−1 = ±90◦

(3) 出射角：θ = ±2π
q

(4) 与虚轴交点：
D(s) = 4s3 + s2 + (14K − 10)s + 7(K − 1) = 0{

Re[D(jω)] = −ω2 + 7(K − 1) = 0
Im[D(jω)] = −4ω3 + (14K − 10)ω = 0

{
ω = 0
K = 1

{
ω = ±

√
2

K = 9/7
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利用根轨迹分析系统性能

r e K
(s+1)2( 4

7
s−1)

c

2s + 1

−

j

0

-2

-1

1

2

-2 -1 1 2

1.75

0.5

K0 = 1

Kω = 9/7

例 15系统结构图如图所示
1 绘制当 K∗ = 0 → +∞
时系统的根轨迹；

2 分析系统稳定性随 K∗ 变化的规律。
解：2，
K = 0 K0 = 1 Kω = 9

7
∞

不稳定 稳定 不稳定

条件稳定
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利用根轨迹分析系统性能

j

0

-8

-4

4
6
8

-20 -16 -12 -8 -4 -2 2
12.5◦ 116.5◦

90◦

例 16单位反馈系统的开环传递函数为 G(s) = K∗

s(s+20)(s2+4s+20)
，绘制根

轨迹，判断系统稳定的开环增益范围。
解：1，G(s) = K∗

s(s+20)(s+2±4)，K = K∗/400

(1) 实轴上的根轨迹：[-20,0]
(2) 渐近线：σa = 0−20−2−2

4 = −6，ψa = (2k+1)π
4 = ±45◦,±135◦

(3) 出射角：θ1 = −(90◦ + 116.5◦ + 12.5◦)− 180◦ ⇒ θ1 = −39◦

(4) 分离点：
1
d + 1

d+20 + 1
d+2+j4 + 1

d+2−j4 = 0
1
d + 1

d+20 + 2(d=2)
(d+2)2+42

= 0，试根得：d = −15.1。

K∗
d = |d||d + 20||(d + 2)2 + 42| d=−15.1

= 13881

(5) 与虚轴交点：D(s) = s4 + 24s3 + 100s2 + 400s + K∗ = 0{
Re[D(jω)] = ω4 − 100ω2 + K∗ = 0
Im[D(jω)] = −24ω3 + 400ω = 0

{
ω =

√
400/24 = 4.1

K∗ = 1389
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利用根轨迹分析系统性能

j

0

-8

-4

4
6
8

-20 -16 -12 -8 -4 -2 2

θ = −39◦

例 16 [续] G(s) = K∗

s(s+20)(s+2±j4)

(1) 实轴上的根轨迹：[-20,0]
(2) 渐近线：

σa = −6
ψa = ±45◦,±135◦

(3) 出射角：θ1 = −90◦

(4) 分离点：
d = −15.1
K∗

d = 13881

(5) 与虚轴交点：{
ω =

√
400/24 = 4.1

K∗ = 1389

稳定的开环增益范围：
0 < K < 3.4725
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利用根轨迹分析系统性能

j

0

-5
-4
-3
-2
-1

1
2
3
4
5

-5 -4 -3 -2 -1 1
d1d2

−54.9◦

54.9◦

例 17已知 G(s) = K∗(s+1)
s(s−1)(s2+4s+16)

，绘根轨迹；求稳定的 K 范围。
解：G(s) = K∗(s+1)

s(s−1)(s+2±j2
√
3)
，K = K∗/16，v = 1

(1) 实轴上的根轨迹：(−∞,−1]，[0, 1]

(2) 渐近线：
σa = (1− 4 + 1)/3 = −2/3

ψa = (2k+1)π
3 = ±60◦, 180◦

(3) 出射角：θ1 = 106.1◦ − (90◦ + 120◦

+130.9◦) + 180◦ ⇒ θ1 = −54.9◦

(4) 分离点：
1
d + 1

d−1 + 2(d+2)
d2+4d+16

= 1
d+1

d1 = 0.49，d2 = −2.26

K∗
d1,2

= |d||d−1||d2+4d+16|
|d+1|

d=0.49
d=−2.26

=

{
3.05
70.6
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j

0

-5
-4
-3
-2
-1

1
2
3
4
5

-5 -4 -3 -2 -1 1
d1d2

−54.9◦

54.9◦

例 17 [续] G(s) = K∗(s+1)
s(s−1)(s+4s+16)，K = K∗/16，v = 1

(5) 与虚轴交点：
D(s) = s4 + 3s3 + 12s2 + (K∗ − 16)s + K∗ = 0{

Re[D(jω)] = ω4 − 12ω2 + K∗ = 0
Im[D(jω)] = −3ω3 + (K∗ − 16)ω = 0

K∗ = 3ω2 + 16
ω4 − 9ω2 + 16 = 0{
ω1 = 0
ω2 = 2.56

{
K∗

1 = 19.7
K∗

2 = 35.7

稳定的 K∗ 范围：19.7 < K∗ < 35.7
稳定的 K 范围：1.234 < K < K∗

16 < 2.23
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利用根轨迹分析系统性能

例 18已知系统结构图，K∗ = 0 → ∞，绘制系统根轨迹并确定：
(A) 使系统稳定且为欠阻尼状态时开环增益 K 的取值范围；
(B) 复极点对应 ξ = 0.5(β = 60◦) 时 K 的值及闭环极点位置；
(C) 当 λ3 = −5 时，λ1,2 =? 相应 K =?

r e K∗

s(s+2)

c

1
s+4

−
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j

0

-4

-2

2

4

-6 -4 -2 2
d

例 18 [续] 解：绘制系统根轨迹 G(s) = K∗

s(s+2)(s+4)

K = K∗/8，v = 1

(1) 实轴上的根轨迹：(−∞,−4]，[−2, 0]

(2) 渐近线：σa = (−2− 4)/3 = −2
ψa = ±60◦, 180◦

(3) 分离点：
1
d + 1

d+2 + 1
d+4 = 0

整理得：3d2 + 12d + 8 = 0
解得：d1 = −0.845�，d2 = −3.155×
K∗

d = |d||d + 2||d + 4| d=−0.845
= 3.08

(4) 与虚轴交点：
D(s) = s3 + 6s2 + 8s + K∗ = 0{

Re[D(jω)] = −ω3 + 8ω = 0
Im[D(jω)] = −6ω2 + K∗ = 0

{
ω = ±

√
8 = ±2.828

K∗
ω = 48
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例 18 [续]利用根轨迹分析系统性能

(A) 使系统稳定且为欠阻尼状态时开环增益 K 的取值范围

依题，对应 0 < ξ < 1，有：
{

3.08 < K∗ < 48
3.08
8 < K = K∗

8 < 48
8 = 6

(B) 复极点对应 ξ = 0.5(β = 60◦) 时
K 的值及闭环极点位置

设 λ1,2 = −ξωn ± j
√
1− ξωn

j

0

d

√
1− ξ2ωn

−ξωn

λ1

ωn
60◦

由根之和 C = 0− 2− 4 = −6 = −2ξωn + λ3
λ3 = −6 + 2ξωn = −6 + ωn，应有：
D(s) = s(s + 2)(s + 4) + K∗ = s3 + 6s2 + 8s + K∗

= (s − λ1)(s − λ2)(s − λ3) = (s2 + 2ξωns + ω2
n)(s + 6− ωn)

= s3 + 6s2 + 6ωns + ω2
n(6− ωn)

比较系数{
6ωn = 8
ω2

n(6− ωn) = K∗ 解得：
{
ωn = 4/3
K∗ = 8.3


K = K∗/8 = 1.0375
λ1,2 = −0.667± j1.1547
λ3 = −6 + ωn = −4.667
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例 18 [续]利用根轨迹分析系统性能

(C) 当 λ3 = −5 时，λ1,2 =? 相应 K =?

D(s) = s3 + 6s2 + 8s + K∗

j

0

-4

-2

2

4

-6 -4 -2 2
d

s2 + s + 3
s + 5 s3 + 6s2 + 8s + K∗

s3 + 5s2
s2 + 8s
s2 + 5s

3s + K∗

3s + 15
0

⇒ K∗ = 15，D(s) = (s + 5)(s2 + s + 3)
λ1,2 = −0.5± j1.6583
K∗ = 15
K = K∗/8 = 15/8 = 1.875
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接下来...

1 根轨迹法的基本概念
根轨迹
根轨迹的条件

2 绘制根轨迹的基本法则
基本法则
其他有用结论

3 广义根轨迹
零度根轨迹
参数根轨迹

4 利用根轨迹分析系统性能
开环极点对根轨迹的影响
开环零点对根轨迹的影响
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开环极点对根轨迹的影响

例 19系统开环传递函数
(a) K

s(s+a) (b) K
s(s+a)(s+b) (c) K

s(s+a)(s+b)(s+c)

Re

(a)

Im

0

−a Re

(b)

Im

0

−a−b Re

(c)

Im

0

−a−b−c

大致上讲，在开环传递函数加入左半平面的极点具有将原来的根轨迹向
右半平面推的效果。
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接下来...

1 根轨迹法的基本概念
根轨迹
根轨迹的条件

2 绘制根轨迹的基本法则
基本法则
其他有用结论

3 广义根轨迹
零度根轨迹
参数根轨迹

4 利用根轨迹分析系统性能
开环极点对根轨迹的影响
开环零点对根轨迹的影响
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开环零点对根轨迹的影响

例 20系统开环传递函数 (a) K
s(s+a) (b) K(s+b)

s(s+a)

Re

(a)

Im

0

−a Re

(b)

Im

0

−a

−b

大致上讲，在开环传递函数中加入左半平面的零点具有使原来的根轨迹
向左半平面推移的效果。

第四章 根轨迹法 自动控制原理 电子信息学院 55 / 57



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

利用根轨迹分析系统性能 开环零点对根轨迹的影响

开环零点对根轨迹的影响

例 20 [续] 系统开环传递函数 (c) K
s(s+a)(s+b) (d) K(s+c)

s(s+a)(s+b)

Re

(c)

Im

0

−a−b Re

(d)

Im

0

−a−b−c

大致上讲，在开环传递函数中加入左半平面的零点具有使原来的根轨迹
向左半平面推移的效果。
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课程小结

绘制根轨迹 依条件定−−−−−−→
闭环零极点



1 相角条件
2 模值条件
3 试根
4 长除法
5 根之和
6 比较系数
7 解根
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