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本章主要内容

1 变分法基础
2 无约束条件的泛函极值问题
3 有约束条件的泛函极值—动态系统的最优控制问题
4 小结

在最优控制问题中，性能指标是一个泛函，性能指标最优即泛函达
到极值。

解决泛函极值问题 −→ 变分法。
下面列出变分法中的一些主要结果，大部分不加证明，可对照微分
学中的结果来理解。
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变分法基础 变分学预备定理

基本概念

距离空间：实函数 d(x, y) 满足非负，对称，三角
完备距离空间：距离空间中每个柯西序列均收敛于该空间

开集：没有外皮

线性赋范空间：“有范”，非负，三角，叠加

希尔伯特空间：用内积定义距离的线性赋范空间

控制向量函数空间：在线性空间中用函数（时间闭区间上函数分量
之和）的内积定义范数

若控制向量空间完备，则有了衡量函数相似性的工具
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变分法基础 变分学预备定理

变分学预备定理
Theorem 1
设 ∫ b

a
M(x)h(x)dx = 0

h(a), h(b) = 0，若 h(x) 为任意，则 M(x) = 0。

几何证明.
若 h(x) 为在 [a, b] 之间任意的 δ(t) 函数（脉冲函数），则在该点 M(x) 必
须为 0。因为 [a, b] 之间处处可取 h(x) = δ(t)，则 M(x) 处处为 0。

代数证明.
令 h(x) = −M(x)(x − a)(x − b)，有

M · h = M2(−(x − a)(x − b))

因为 M2 ≥ 0，−(x − a)(x − b) > 0，如果
∫

Mh = 0，必有 M = 0。
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变分法基础 变分学预备定理

基本定义

1、泛函：如果对某一类函数 {X(t)} 中的每一个函数 X(t)，有一个实数
值 J 与之相对应，则称 J 为依赖于函数 X(t) 的泛函，记为

J = J[X(t)]

粗略来说，泛函是以函数为自变量的函数。
2、泛函的连续性： 若对任给 ϵ > 0，存在 δ > 0 当 ∥X(t)− X̂(t)∥ < δ
时，就有

|J(X)− J(X̂)| < ϵ

则称 J(X) 在 X̂ 处是连续的。 3、线性泛函： 满足下面条件的泛函称为
线性泛函

J[αX] = αJ[X]

J(X + Y) = J(X) + J(Y)

这里 α 是实数，X 和 Y 是函数空间中的函数。
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变分法基础 变分学预备定理

4、自变量函数的变分： 自变量函数 X(t) 的变分 δ 是指同属于函数类
X(t) 中两个函数 X1(t)、X2(t) 之差

δX = X1(t)− X2(t)

这里，t 看作为参数。当 X(t) 为一维函数时，δX 可用图2-1来表示。

X(t)

t

X1(t)

X2(t)δX(t)

图 2-1: 自变量函数的变分
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变分法基础 变分学预备定理

5、泛函的变分： 当自变量函数 X(t) 有变分 δX 时，泛函的增量为

∆J = J[X + δX]− J[X] = δJ[X, δX] + ϵ∥δX∥

这里，δJ[X, δX] 是 δX 的线性泛函，若 ∥δX∥ → 0 时，有 ϵ∥δX∥ → 0，
则称 δJ[X, δX] 是泛函 J[X] 的变分。δJ 是 ∆J 的线性主部。
6、泛函的极值： 若存在 ϵ > 0，对满足 ∥X − X∗∥ < ϵ 的一切 X，
J(X)− J(X∗) 具有同一符号，则 J(X) 称在 X = X∗ 处有极值。

Theorem 2
J(X) 在 X = X∗ 处有极值的必要条件是对于所有容许的增量函数 δX
（自变量的变分），泛函 J(X) 在 X∗ 处的变分为零

δJ(X∗, δX) = 0

为了判别是极大还是极小，要计算二阶变分 δ2J。但在实际问题中根据
问题的性质容易判别是极大还是极小，故一般不计算 δ2J。
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变分法基础 变分学预备定理

变分的概念

以求解最速降线为例：
x1

x2

令
F̄(x)− F(x) = D(x)

其中 F̄(x) 为可能的泛函集合，F(x) 为所求轨迹

ϵ
D(x)
ϵ

= ϵη, η =
D(x)
ϵ

⇒ F̄(x) = F(x) + ϵη

ϵ 必须在 x1 和 x2 点消失，否则不合题意，因为在 x1 和 x2 点 F(x) 就是
最佳轨迹。
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变分法基础 Euler方程

Euler方程推导

以最速降线为例：

I(ϵ) = T(ȳ) =
∫ x2

x1

√
1 + (ȳ′)2

2gȳ dx =

∫ x2

x1
F(x, ȳ, ȳ′)dx

ȳ = y + ϵη, ȳ′ = y′ + ϵη′ ⇒

T(ȳ) =
∫ x2

x1
F(x, y + ϵη, y′ + ϵη′) dx

一个重要的观察：x，y，y′ 都是 x 的函数，当积分后，会成为确切的值，
唯独 ϵ 不定，因此上式积分后的结果是 ϵ 的函数 I(ϵ)。当 ϵ → 0 时，I(ϵ)
为泛函极值，所有 ȳ 函数收敛至 y，成为极值，且在该处变分为 0。
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变分法基础 Euler方程

令
F(x, y + ϵη, y′ + ϵη′) = F(x, u, v)

对 ϵ 取偏微分，

∂F
∂ϵ

=
∂F
∂x

∂x
∂ϵ

+
∂F
∂u

∂u
∂ϵ

+
∂F
∂v

∂v
∂ϵ

=
∂F
∂u η +

∂F
∂v η

′

dI
dϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

=

∫ x2

x1

∂F
∂ϵ

dx =

∫ x2

x1
(
∂F
∂u η +

∂F
∂v η

′) dx

当 ϵ → 0 时，u 和 v 趋近于 y 和 y′。因此 ϵ = 0 时 u = y, v = y′

⇒
∫ x2

x1
(
∂F
∂y η +

∂F
∂y′ η

′)dx (η′ =
dη
dx )

分部积分 ∫
u dv = uv −

∫
v du

令 u = ∂F
∂y′，v = η，则
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变分法基础 Euler方程

∫ x2

x1

∂F
∂y′

dη
dx dx =

∂F
∂y′ η|

x2
x1 −

∫ x2

x1
η

d
dx(

∂F
∂y′ )dx = −

∫ x2

x1
η

d
dx(

∂F
∂y′ )dx

（η 在端点处为 0），代回 dI
dϵ

dI
dϵ =

∫ x2

x1

[
∂F
∂y η − d

dx(
∂F
∂y′ )η

]
dx =

∫ x2

x1

[
∂F
∂y − d

dx(
∂F
∂y′ )

]
η dx = 0

（因为泛函取极值，对 ϵ 的导数为 0，且由引理，方括号内部分为 0：）

∂F
∂y − d

dx(
∂F
∂y′ ) = 0

而 y(x1) = y1 和 y(x2) = y2 就是求解上式所需要的边界条件。
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变分法基础 Euler方程

Euler方程第二种形式

A︷ ︸︸ ︷
d
dxF(x, y, y′) =

B︷ ︸︸ ︷
∂F
∂x

∂x
∂x︸︷︷︸
1

+

C︷ ︸︸ ︷
∂F
∂y

∂y
∂x︸︷︷︸
y′

+

D︷ ︸︸ ︷
∂F
∂y′

∂y′
∂x︸︷︷︸
y′′

∵ d
dx(y

′ ∂F
∂y′ ) = y′′ ∂F

∂y′︸ ︷︷ ︸
D=A−B−C

+y′ d
dx(

∂F
∂y′ )

∴ d
dx(y

′ ∂F
∂y′ ) =

dF
dx − ∂F

∂x − ∂F
∂y y′ + y′ d

dx(
∂F
∂y′ )

⇒ d
dx(y

′ ∂F
∂y′ ) =

dF
dx − ∂F

∂x − y′
(
∂F
∂y − d

dx(
∂F
∂y′ )

)
︸ ︷︷ ︸

=0: Euler 1
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变分法基础 Euler方程

Euler方程第二种形式

⇒ d
dx(y

′ ∂F
∂y′ ) =

dF
dx − ∂F

∂x = 0

⇒ ∂F
∂x − d

dx(F − y′ ∂F
∂y′ ) = 0

当 ∂F
∂x = 0 时（x 不显含在 F 中时），有

F − y′ ∂F
∂y′ = C

第二章 最优控制中的变分法 最优控制理论与系统 2016年 10月 26日 13 / 59
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变分法基础 求解最速降线

求解最速降线

T =

∫ x2

x1

√
1 + (y′)2

2gy dx

F = (1 + y′2)
1
2 (2gy)−

1
2

∂F
∂x = 0 x不显含

F − y′ ∂F
∂y′ = C

∂F
∂y′ = (2gy)−

1
2
1

2
(1 + y′2)−

1
2 2y′

⇒

√
1 + (y′)2

2gy − (2gy)−
1
2 (1 + y′2)−

1
2 y′2 = C

⇒

√
1 + (y′)2

2gy − y′2
√
2gy

√
1 + y′2

= C %通分

第二章 最优控制中的变分法 最优控制理论与系统 2016年 10月 26日 14 / 59
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变分法基础 求解最速降线

⇒ 1 + y′2 − y′2
√
2gy

√
1 + y′2

=
1√

2gy(1 + y′2)
= C %上下颠倒，平方

⇒ 2gy(1 + y′2) = 1

C2
%2g除下来

⇒
[
1 + (

dy
dx )

2

]
y =

1

2gC2
= k %y除下来，减1

⇒ (
dy
dx )

2 =
k
y − 1 =

k − y
y %先开方，变量分离

⇒ dy
dx =

√
k − y

y ⇒
√ y

k − y dy = dx

y= k
2
(1−cos θ)

========⇒
dy= k

2
sin θ dθ

√ y
k − y dy =

√
k
2(1− cos θ)

k − k
2 + k

2 cos θ
dy
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变分法基础 求解最速降线

上下除 k
2=====⇒

√
1− cos θ
1 + cos θ

√
1− cos θ
1− cos θ

k
2
sin θ dθ =

1− cos θ√
1− cos2 θ

sin θ dθ k
2

⇒ (1− cos θ)dθ k
2
= dx

两边积分=====⇒ x = k
2(θ − sin θ) + C

y = k
2(1− cos θ)

∵ 一开始 y = 0，则 θ 一开始也为 0。在开始点 θ 为 0，同时 x，y 均为
0，则 C = 0。

∴
{

x = k
2(θ − sin θ)

y = k
2(1− cos θ) →摆线

第二章 最优控制中的变分法 最优控制理论与系统 2016年 10月 26日 16 / 59



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

无约束条件的泛函极值问题 泛函的自变量函数为标量函数的情况

自变量函数为标量的泛函极值

求极值曲线 x(t) = x∗(t)，使下面的性能泛函取极值

J =

∫ tf

t0
F[x(t), ẋ(t), t]dt (2-1)

为此，让自变量函数 x(t)、ẋ(t) 在极值曲线 x∗(t)、ẋ∗(t) 附近发生微小变
分 δx、δẋ，即

x(t) = x∗(t) + δx(t)
ẋ(t) = ẋ∗(t) + δẋ(t)

于是泛函 J 的增量 ∆J 可计算如下（以下将 * 号省去）

∆J =

∫ tf

t0
F[x + δx, ẋ + δẋ, t]− F[x, ẋ, t]dt

=

∫ tf

t0
{∂F
∂x δx + ∂F

∂ẋ δẋ + o[(δx)2, (δẋ)2]} dt

上式中 o[(δx)2, (δẋ)2] 是高阶项。
第二章 最优控制中的变分法 最优控制理论与系统 2016年 10月 26日 17 / 59
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无约束条件的泛函极值问题 泛函的自变量函数为标量函数的情况

根据定义，泛函的变分 δJ 是 ∆J 的线性主部，即

δJ =

∫ tf

t0
[{∂F
∂x δx + ∂F

∂ẋ δẋ]dt

对上式第二项作分部积分，按公式，见教材 16 页∫ tf

t0
udv = uv|tf

t0 −
∫ tf

t0
vdu

可得

δJ =

∫ tf

t0
[
∂F
∂x − d

dt(
∂F
∂ẋ )]δxdt + ∂F

∂ẋ δx
∣∣∣∣tf

t0
(2-2)

J 取极值的必要条件是 δJ 等于零。因 δx 是任意的，要使(2-2)中第一项
（积分项）为零，必有

∂F
∂x − d

dt(
∂F
∂ẋ ) = 0 (2-3)

上式称为欧拉——拉格朗日方程。
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无约束条件的泛函极值问题 泛函的自变量函数为标量函数的情况

(2-2)式中第二项为零的条件要分两种情况来讨论：
1、固定端点的情况
这时 x(t0) = x0, x(tf) = xf，它们不发生变化，所以 δx(t0) = δx(tf) = 0。
而(2-2)中第二项可写成

∂F
∂ẋ δx|tf

t0 = (
∂F
∂ẋ )t=tf · δx(tf)− (

∂F
∂ẋ )t=t0 · δx(t0) (2-4)

当 δx(t0) = δx(tf) = 0 时，(2-4)式自然为零。
2、自由端点的情况
这时 x(t0) 和 x(tf) 可以发生变化，δx(t0) ̸= 0, δx(tf) ̸= 0，而且可以独立
地变化。于是要使(2-2)中第二项为零，由(2-4)式可得

(
∂F
∂ẋ )t=tf · δx(tf) = 0 (2-5)

(
∂F
∂ẋ )t=t0 · δx(t0) = 0 (2-6)
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无约束条件的泛函极值问题 泛函的自变量函数为标量函数的情况

因为这里讨论 x(t) 是标量函数的情况，δx(t0) 和 δx(tf) 也是标量，且是
任意的，故(2-5)、(2-6)可化为

(
∂F
∂ẋ )t=tf = 0 (2-7)

(
∂F
∂ẋ )t=t0 = 0 (2-8)

(2-7)、(2-8)称为横截条件。当边界条件全部给定（即固定端点）时，不
需要这些横截条件。当 x(t0) 给定时，不要(2-8)。当 x(tf) 给定时，不
要(2-7)。见教材 23 页表 2-1. 其他情况见教材 23-28 页，汇总结果见 27
页表 2-2。
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无约束条件的泛函极值问题 泛函的自变量函数为向量函数的情况

自变量函数为向量的泛函极值

现在，将上面对 x(t) 是标量函数时所得到的公式推广到 X(t) 是 n 维向
量函数的情况。这时，性能泛函为

J =

∫ tf

t0
F(X, Ẋ, t)dt (2-9)

式中

X =


x1(t)
x2(t)
· · ·

xn(t)

 Ẋ =


ẋ1(t)
ẋ2(t)
· · ·

ẋn(t)

 (2-10)

泛函变分由(2-2)式改为

δJ =

∫ tf

t0
δXT

[
∂F
∂X − d

dt(
∂F
∂Ẋ

)

]
dt + δXT ∂F

∂Ẋ

∣∣∣∣tf

t0
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无约束条件的泛函极值问题 泛函的自变量函数为向量函数的情况

自变量函数为向量的泛函极值

向量欧拉——拉格朗日方程为

∂F
∂X − d

dt(
∂F
∂Ẋ

) = 0

式中

∂F
∂X =


∂F
∂x1
∂F
∂x2...
∂F
∂xn

 ∂F
∂Ẋ

=


∂F
∂ẋ1
∂F
∂ẋ2...
∂F
∂ẋn

 (2-11)

横截条件为（自由端点情况）

∂F
∂Ẋ

= 0 (if t = t0 and t = tf)
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无约束条件的泛函极值问题 泛函的自变量函数为向量函数的情况

例 2 - 1
求通过点（0，0）及（1，1）且使

J =

∫ 1

0
(x2 + ẋ2)dt

取极值的轨迹 x∗(t)。本例与教材 17 页例子不同。

解：这是固定端点问题，相应的欧拉——拉格朗日方程为

2x − d
dt(2ẋ) = 0

即
ẍ − x = 0

它的通解形式为
x(t) = Acht + Bsht
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无约束条件的泛函极值问题 泛函的自变量函数为向量函数的情况

式中：

cht = et + e−t

2
双曲余弦，或写为cosht

sht = et − e−t

2
双曲正弦，或写为sinht

由初始条件 x(0) = 0，可得 A = 0。再由终端条件 X(1) = 1，可得
B = 1/sh1，因而极值轨迹为

x∗(t) = sht/sh1
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无约束条件的泛函极值问题 泛函的自变量函数为向量函数的情况

例 2 - 2
求使指标

J =

∫ 1

0
(ẋ2 + ẋ3)dt

取极值的轨迹 x∗(t)，并要求 x∗(0) = 0，但对 x∗(1) 没有限制。

解：终端自由，欧拉—拉格朗日方程为（见式(2-3)）

d
dt(2ẋ + 3ẋ2) = 0

即
2ẋ + 3ẋ2 = C

于是 ẋ 是常数，x 则是时间的线性函数，令

x(t) = At + B
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无约束条件的泛函极值问题 泛函的自变量函数为向量函数的情况

由 x(0) = 0 可得 B = 0，又终端是自由的，由式(2-7)可得横截条件为，
见教材 23 页表 1 (

∂F
∂ẋ

)
t=1

= (2ẋ + 3ẋ2)t=1 = 0

即
2A + 3A2 = 0

由上式解得 A = 0 或 A = −2/3。A = 0 时的极值轨迹为 x∗(t) = 0；
A = −2/3 时的极值轨迹为 x∗(t) = −2t/3。容易验证 x(t) = 0 时，J = 0
对应局部极小；x(t) = −2t/3 时，J = 4/27，对应局部极大。
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题

有约束条件的泛函极值

前面讨论泛函极值问题时，对极值轨迹 X∗(t) 没有附加任何约束条件。
但在动态系统最优控制问题中，极值轨迹必须满足系统的状态方程，也
就是要受到状态方程的约束。考虑下列系统

Ẋ = f[X(t),U(t), t] (2-12)

式中，X(t) 为 n 维状态向量，U(t) 为 m 维控制向量（这里假定 U(t) 不
受限制，否则不能用变分法求解，而要用极小值原理或动态规划法求解）
f[X(t),U(t), t] 是 n 维连续可微的向量函数。性能指标如下：

J = φ[X(tf), tf] +

∫ tf

t0
F[X(t),U(t), t]dt (2-13)

这是综合指标。求出最优控制 U∗(t) 和满足状态方程的极值轨迹 X∗(t)，
使性能指标取极值。
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻 tf 固定时的最优控制

终端时刻 tf 固定时的最优控制

tf 固定时的最优控制数学描述如下

min
u(t)

J = φ[X(tf)] +

∫ tf

t0
F[X(t),U(t), t]dt

s.t. f[X(t),U(t), t]− Ẋ = 0, X(t0) = X0, Ψ [X(tf)] = 0

其中 Ψ [X(tf)] = 0 为目标集，与有约束条件的函数极值情况类似，引入
两个待定的拉格朗日乘子向量函数 λ(t) ∈ Rn，γ(t) ∈ Rr

Ja = φ[X(tf)] + γT(t)Ψ [X(tf)]+∫ tf

t0
{F[X,U, t] + λT(t)[f(X,U, t)− Ẋ]}dt
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻 tf 固定时的最优控制

再引入一个标量函数

H(X,U, λ, t) = F(X,U, t) + λTf(X,U, t)

它称为哈密顿（Hamilton）函数，在最优控制中起着重要的作用

Ja = φ[X(tf)] + γT(t)Ψ [X(tf)]+∫ tf

t0
{H[X,U, λ, t]− λT(t)Ẋ}dt

对上式积分号内第二项作分部积分后可得

Ja = φ[X(tf)] + γT(t)Ψ [X(tf)]− λT(tf)X(tf) + λT(t0)X(t0)+∫ tf

t0
{H[X,U, λ, t] + λ̇T(t)X}dt

见教材 30 页 2-71 及其上边的式子
设 X(t)、U(t) 相对于最优值 X∗(t)、U∗(t) 的变分分别为 δX(t) 和 δU(t)
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻 tf 固定时的最优控制

下面来计算由这些变分引起的泛函 Ja 的变分 δJa。

δJa = δXT(tf)

[
∂φ

∂X(tf)
+

∂ΨT

∂X(tf)
γ(tf)

]
+∫ tf

t0

[
δXT(

∂H
∂X + λ̇) + δUT∂H

∂U

]
dt

Ja 为极小的必要条件是：对任意的 δX、δU、δX(tf)，变分 δJa 等于零，
则广义泛函取极值的必要条件为，见 30-31 页式子 (2-73)–(2-77)

λ̇ = −∂H
∂X （协态方程）

Ẋ =
∂H
∂λ

= f(X,U, t) （状态方程）

∂H
∂U = 0 （控制方程）

λ(tf) =
∂φ

∂X(tf)
+

∂ΨT

∂X(tf)
γ(tf) （横截条件）

末端时刻固定时最优解的必要条件汇总见 32 页-34 页
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻 tf 固定时的最优控制

例 2 - 3
设系统状态方程为

ẋ = −x(t) + u(t)

x(t) 的边界条件为 x(0) = 1，x(tf) = 0。求最优控制 u(t)，使下列性能指
标

J =
1

2

∫ tf

0
(x2 + u2)dt

为最小，其中 tf 固定不变。

解：这里 x(0)、x(tf) 均给定，故不需要横截条件。作哈密顿函数

H =
1

2
(x2 + u2) + λ(−x + u)
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻 tf 固定时的最优控制

则协态方程和控制方程为

λ̇ = −∂H
∂x = −x + λ

∂H
∂u = u + λ = 0

即
u = −λ

故可得正则方程
ẋ = −x(t)− λ(t)

λ̇ = −x(t) + λ(t)

对正则方程进行拉氏变换，可得

sX(s)− x(0) = −X(s)− λ(s) (2-14)

sλ(s)− λ(0) = −X(s) + λ(s) (2-15)
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻 tf 固定时的最优控制

由(2-14)式可求得
X(s) = x(0)− λ(s)

s + 1
(2-16)

代入(2-15)，即得
(s2 − 2)λ(s) = (s + 1)λ(0)− x(0)

于是，解出 λ(s) 为

λ(s) = (s + 1)λ(0)− x(0)
s2 − 2

=
s + 1

(s +
√
2)(s −

√
2)
λ(0)− 1

(s +
√
2)(s −

√
2)

x(0)

反变换可求得

λ(t) = 1

2
√
2
(e−

√
2t − e

√
2t)x(0)

+
1

2
√
2

[
(
√
2− 1)e−

√
2t + (

√
2 + 1)e

√
2t
]
λ(0)

X(s) = s − 1

(s +
√
2)(s −

√
2)

x(0)− 1

(s +
√
2)(s −

√
2)
λ(0)
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻 tf 固定时的最优控制

故

x(t) = 1

2
√
2

[
(
√
2 + 1)e−

√
2t + (

√
2− 1)e

√
2t
]

x(0)

+
1

2
√
2
(e−

√
2t − e

√
2t)λ(0)

由 x(0) = 1，x(tf) = 0 分别代入上式可得

λ(0) =
(
√
2 + 1)e−

√
2tf + (

√
2− 1)e

√
2tf

e
√
2tf − e−

√
2tf

把 λ(0) 代入可得 λ(t)，而最优控制为

u∗(t) =− λ(t) = − 1

2
√
2

{
e−

√
2t − e

√
2t+

(
√
2 + 1)e−

√
2tf + (

√
2− 1)e

√
2tf

e
√
2tf − e−

√
2tf

[
(
√
2− 1)e−

√
2t + (

√
2 + 1)e

√
2t
]}
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻 tf 固定时的最优控制

例 2 - 4
设系统的状态方程为

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = u(t)

初始条件为
x1(0) = 1 x2(0) = 1

终端条件为
x1(1) = 0

x2(1) 自由，要求确定最优控制 u∗(t)，使指标泛函

J(u) = 1

2

∫ 1

0
u2(t)dt

取极小值
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻 tf 固定时的最优控制

解：这里 x2(1) 是自由的，所以要用到横截条件，因终端指标
φ[X(tf)] = 0，Ψ [X(tf)] = x1(tf) = 0 所以

λ2(1) =
∂Ψ

∂X2(1)
= 0 (2-17)

作哈密顿函数

H =
1

2
u2 + λ1x2 + λ2u (2-18)

λ̇1 = − ∂H
∂x1

= 0

λ̇2 = − ∂H
∂x2

= −λ1

∂H
∂u = u + λ2 = 0
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻 tf 固定时的最优控制

得
u∗(t) = −λ2(t) (2-19)

将 u∗(t) 代入状态方程，可得

ẋ1 = x2(t) (2-20)
ẋ2 = −λ2(t) (2-21)
λ̇1 = 0 (2-22)
λ̇2 = −λ1(t) (2-23)

边界条件为

x1(0) = 1 x2(0) = 1

x1(1) = 0 λ2(1) = 0 (2-24)
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻 tf 固定时的最优控制

λ1(t) = c1
λ2(t) = −c1t + c2

x1(t) =
1

6
c1t3 −

1

2
c2t2 + c3t + c4

x2(t) =
1

2
c1t2 − c2t + c3

代入边界条件，可得

c1 = c2 = 6, c3 = c4 = 1

最后可得最优状态轨迹

x∗1(t) = 1 + t − 3t2 + t3

x∗2(t) = 1− 6t + 3t2

最优控制为
u∗(t) = 6(t − 1)
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻自由时的最优控制

终端时刻自由时的最优控制

tf 自由时的最优控制数学描述如下

min
u(t)

J = φ[X(tf), tf] +

∫ tf

t0
F[X(t),U(t), t]dt

s.t. f[X(t),U(t), t]− Ẋ = 0, X(t0) = X0, Ψ [X(tf), tf] = 0

与有约束条件的函数极值情况类似，引入两个待定的拉格朗日乘子向量
函数 λ(t) ∈ Rn，γ(t) ∈ Rr

Ja = φ[X(tf), tf] + γTΨ [X(tf), tf] +∫ tf
t0 {F(X,U, t) + λT(t)[f(X,U, t)− Ẋ]} dt

引入哈密顿函数

H(X,U, λ, t) = F(X,U, t) + λTf(X,U, t)

Ja = φ[X(tf), tf] + γTΨ [X(tf), tf] +

∫ tf

t0
[H(X,U, λ, t)− λTẊ]dt
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻自由时的最优控制

令
θ[X(tf), tf] = φ[X(tf), tf] + γTΨ [X(tf), tf]

则

Ja = θ[X(tf), tf] +

∫ tf

t0
[H(X,U, λ, t)− λTẊ]dt

与 tf 固定时的情况不同，现在 δJa 由 δU、δX、δX(tf) 和 δtf 所引起。这
里 δtf 不再为零，而 δX(tf) 可计算如下：
令

tf = t∗f + δtf

δX(tf) = X(tf)− X∗(t∗f ) = X(t∗f + δtf) + δX(t∗f )− X(t∗f )
≈ δX(t∗f ) + X(t∗f )δtf (2-25)

注意，这里 δX(tf) 和 δ(t∗f ) 不同，故 * 号不能省去。上式表明 δX(tf) 由
两部分组成：一是在 t∗f 时函数 X(tf) 相对 X∗(tf) 的变化 δX(t∗f ) .
另一是因 tf 的变化所引起的函数值的变化量 [X(t∗f + δt)− X(t∗f )] 后者可
用它的线性主部 Ẋ(t∗f )δtf 来近似。
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻自由时的最优控制

现在来计算 δJa（只计算到一阶小量）。

δJa =

[
∂θ

∂X(tf)

]T

∗
δX(tf) +

[
∂θ

∂tf

]
∗
δtf+∫ t∗f

t0

[(
∂H
∂X

)T
δX +

(
∂H
∂U

)T
δU − λTδẊ

]
∗

dt+

∫ t∗f +δtf

t∗f
[H(X + δX,U + δU, λ, t)− λT(Ẋ + δẊ)]∗ dt

对第三项作分部积分，可得∫ t∗f

t0

[(
∂H
∂X

)T
δX +

(
∂H
∂U

)T
δU − λTδẊ

]
∗

dt =

∫ t∗f

t0

[(
∂H
∂X + λ̇

)T
δX +

(
∂H
∂U

)T
δU

]
∗

dt − λT(t∗f )δX(t∗f )
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻自由时的最优控制

第四项可表示为（忽略二阶小量）∫ t∗f +δtf

t∗f
[H(X,U, λ, t) + (

∂H
∂X)TδX + (

∂H
∂U)TδU − λTẊ − λTδẊ]∗ dt

≈ H∗(X,U, λ, t)δtf − λT(t∗f )Ẋ(t∗f )δtf

= H∗δtf − λT(t∗f )[δX(tf)− δX(t∗f )]

上式最后一个等号用到了(2-25)式。H∗ 表示 H 的自变量取最优值时 H
的值。根据上面的结果可得

δJa =

[
∂θ

∂X(tf)

]T

∗
δX(tf) +

[
∂θ

∂tf

]
∗
δtf+∫ t∗f

t0

[(
∂H
∂X + λ̇

)T
δX +

(
∂H
∂U

)T
δU

]
∗

dt + H∗δtf − λT(t∗f )δX(tf)
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻自由时的最优控制

Ja 取极值的必要条件为 δJa = 0 因 δX(tf)、δtf、X、U 为任意，故得
（省去 * 号）

λ̇ = −∂H
∂X （协态方程） (2-26)

Ẋ =
∂H
∂λ
（状态方程） (2-27)

∂H
∂U = 0（控制方程） (2-28)

λ(tf) =
∂θ

∂X(tf)
=

∂φ

∂X(tf)
+

∂ΨT

∂X(tf)
γ （横截方程） (2-29)

H(tf) = − ∂θ

∂tf
= −∂φ

∂tf
− ∂ΨT

∂tf
γ (2-30)

与 tf 固定情况相比，这里多了一个方程，H(tf) = − ∂θ
∂tf
，用它可求出最

优终端时间 tf = t∗f。以上结果的汇总见教材 38-40 页。
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻自由时的最优控制

例 2 - 5
设系统状态方程为

ẋ = u

边界条件为
x(0) = 1 x(tf) = 0 tf自由

性能指标为

J = tf +
1

2

∫ tf

0
u2 dt

要求确定最优控制 u∗，使 J 最小。

解：这是 tf 自由问题。终端状态固定，x(tf) = 0 是满足约束集的特殊情
况，即

Ψ [X(tf), tf] = x(tf) = 0

作哈密顿函数

H =
1

2
u2 + λu
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻自由时的最优控制

正则方程是

ẋ =
∂H
∂λ

= u λ̇ = −∂H
∂x = 0

控制方程是
∂H
∂u = u + λ = 0 u = −λ

因边界条件全部给定，故不用横截条件。确定最优终端时刻的条
件(2-49)式为

H(tf) = − ∂θ

∂tf
= −∂φ

∂tf
= −

∂tf
∂tf

= −1

将 u(t) = −λ(t) 代入，可得

1

2
u2(tf) + λ(tf)u(tf) = −1

即
1

2
λ2(tf)− λ2(tf) + 1 = 0
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻自由时的最优控制

由上式求得 λ(tf) =
√
2 因为由正则方程 λ̇ = 0，所以 λ(t) = λ(tf) =

√
2，

于是最优控制
u∗(t) = −

√
2

再由正则方程 ẋ = u = −λ，可得

x(t) = −
√
2t + c

由初始条件 x(0) = 1，求得 c = 1，故最优轨迹为

x∗(t) = −
√
2t + 1

以终端条件
x∗(t∗f ) = 0

代入上式，即求得最优终端时刻

t∗f =
√
2/2

第二章 最优控制中的变分法 最优控制理论与系统 2016年 10月 26日 46 / 59



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻自由时的最优控制

火箭发射最优程序问题

例 2 - 6
设火箭在垂直平面内运动，加速
度 a(t) 与水平面夹角为 θ(t)，
θ(t) 是控制作用，见图2-2。令

x1 = VL(t) （水平速度）
x2 = Vh(t) （垂直速度）

x3 = L(t) （水平距离）
x4 = h(t) （垂直高度）

h = x4

L = x3

tf

h
VL = x1

Vh = x2

V
a

θ

图 2-2: 火箭发射示意图
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻自由时的最优控制

忽略重力和空气阻力时，系统的状态方程和初始条件为

ẋ1 = a cos θ x1(0) = 0

ẋ2 = a sin θ x2(0) = 0

ẋ3 = x1 x3(0) = 0

ẋ4 = x2 x4(0) = 0

(2-31)

终端状态为

x1(tf) = U
x2(tf) = 0

x3(tf)自由

x4(tf) = hf

要求选择最优控制程序 u(t) = θ(t)，使性能指标

J =

∫ tf

0
dt = tf

为最小。
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻自由时的最优控制

解：因为要求 tf 最小，故是 tf 自由问题。由给定的终端状态可得三个约
束方程为

Ψ1 = x1(tf)− U = 0

Ψ2 = x2(tf) = 0

Ψ3 = x4(tf)− hf = 0

(2-32)

作哈密顿函数

H = F + λTf = 1 + λ1a cos θ + λ2a sin θ + λ3x1 + λ4x2

协态方程为

λ̇1 = − ∂H
∂x1

= −λ3 λ̇2 = − ∂H
∂x2

= −λ4 (2-33)

λ̇3 = − ∂H
∂x3

= 0 λ̇4 = − ∂H
∂x4

= 0 (2-34)
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻自由时的最优控制

横截条件为

λ(tf) =
∂φ

∂X(tf)
+

∂ΨT

∂X(tf)
γ =

∂ΨT

∂X(tf)
γ

即


λ1(tf)
λ2(tf)
λ3(tf)
λ4(tf)

 =
∂[Ψ1, Ψ2, Ψ3]

∂X(tf)

γ1γ2
γ3

 =



∂Ψ1

∂x1
γ1 +

∂Ψ2

∂x1
γ2 +

∂Ψ3

∂x1
γ3

∂Ψ1

∂x2
γ1 +

∂Ψ2

∂x2
γ2 +

∂Ψ3

∂x2
γ3

∂Ψ1

∂x3
γ1 +

∂Ψ2

∂x3
γ2 +

∂Ψ3

∂x3
γ3

∂Ψ1

∂x4
γ1 +

∂Ψ2

∂x4
γ2 +

∂Ψ3

∂x4
γ3
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻自由时的最优控制

上式右端矩阵中 xi，i = 1, 2, 3, 4 的自变量 tf 已省略。由(2-32)式求出上
式中的偏导数，可得协态的终值为

λ1(tf) = v1 λ2(tf) = v2 (2-35)
λ3(tf) = 0 λ4(tf) = v3 (2-36)

积分协态方程(2-33)-(2-34)可得

λ1 = −λ3t + c1
λ2 = −λ4t + c2
λ3 =常数 = λ3(tf) = 0

λ4 =常数 = λ4(tf) = v3

代入协态终值条件后，得

c1 = v1, c2 = v2 + v3tf
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻自由时的最优控制

故

λ1 = v1 λ2 = v2 + v3(tf − t) (2-37)
λ3 = v0 λ4 = v3 (2-38)

由控制方程 ∂H
∂U = ∂H

∂θ = 0，得

λ1a sin θ − λ2a cos θ = 0

即

tan θ =
λ2

λ1
= −v1 − v2(tf − t) (2-39)

为了确定最优程序 θ(t)，还需确定拉格朗日未定常数 v1、v2。下面来积
分状态方程(2-31)，为此将自变量 t 变成 θ。由(2-39)式得

d tan θ
dθ · dθ

dt = sec2 θ dθ
dt = v2

dθ
dt =

v2
sec2 θ
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻自由时的最优控制

将上面关系代入状态方程，即得

dx1
dθ = a cos θ dt

dθ =
a

v2 cos θ

dx2
dθ = a sin θ dt

dθ =
a
v2

· sin θ
cos2 θ

积分上面两式得
x1 =

a
v2

ln(sec θ + tan θ) + c3

x2 =
a
v2

sec θ + c3

由初始条件

x1(0) = 0

x2(0) = 0

θ(0) = θ0
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻自由时的最优控制

可求得

x1 =
a
v2

ln tan θ + sec θ
tan θ0 + sec θ0

(2-40)

x2 =
a
v2

(sec θ − sec θ0) (2-41)

将上面的 x1 和 x2 代入状态方程(2-31)的后两式，积分并经较复杂运算得

x3 =
a
v22

(sec θ0 − sec θ + tan θ ln tan θ + sec θ
tan θ0 + sec θ0

) (2-42)

x4 =
a
2v22

{
(tan θ0 − tan θ) sec θ0

− (sec θ0 − sec θ) tan θ + ln tan θ + sec θ
tan θ0 + sec θ0

} (2-43)

由终端条件 x2(tf) = 0 和(2-41)式得 sec θ(tf) = sec θ0 故

θf
△
= θ(tf) = 2π − θ0 (2-44)

第二章 最优控制中的变分法 最优控制理论与系统 2016年 10月 26日 54 / 59



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻自由时的最优控制

（注：另一解为 θf = θ0，但这时由(2-43)式可得出 x4(tf) = 0 与给定终端
条件 x4(tf) = hf ̸= 0 不符，故略去 θf = 0 的解）由(2-39)式得

tan θ = tan θ0 + v2t
tan θf = tan θ0 + v2tf

v2tf = −2 tan θ0

故
v2 = −2 tan θ0/tf (2-45)

于是

tan θ = (1− 2t
tf

tan θ0) (2-46)

将终端条件 x(tf) = U 和(2-45)式代入(2-40)式，可得

atf
U =

tan θ0
1
2 ln

sec θ0+tan θ0
sec θ0−tan θ0

=
tan θ0

ln tan(π4 + 1
2θ0)

(2-47)
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有约束条件的泛函极值——动态系统的最优控制问题 终端时刻自由时的最优控制

将终端条件 x4(tf) = hf，(2-45)式和(2-47)式代入(2-43)式可得

4ahf
U2

=
tan θ0 sec θ0 − 1

2 ln
sec θ0+tan θ0
sec θ0−tan θ0[

1
2 ln

sec θ0+tan θ0
sec θ0−tan θ0

]2 (2-48)

现在归纳一下所得的结果：由(2-48)式可确定 θ0，由(2-47)式确定最短时
间 tf = t∗f，由(2-46)式即可求得最优推力方向角 θ(t)。
由上面的计算可知，对于这样一个比较简单的例子求出解析解也是比较
困难的。一般情况下可用数值积分法求解。
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小结

1，函数的函数叫做泛函。性能指标 J 是控制作用 u(t) 的函数，故称为
性能泛函。和微分类似可引入泛函的变分 δJ。J 取极值的必要条件为
δJ = 0。
2，泛函 J =

∫ tf
t0 F[X, Ẋ, t]dt（X，Ẋ为向量）取无约束极值的必要条件为

∂F
∂X − d

dt(
∂F
∂Ẋ

) （欧拉——拉格朗日方程）

当 X(t0)、X(tf) 自由时，还有横截条件

∂F
∂Ẋ

= 0 if t = t0 and t = tf
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小结

3，求解动态系统的最优控制是一个求取有约束条件的泛函极值问题。系
统的状态方程就是状态变量要满足的一个约束方程，即

f(X,U, t) = Ẋ = 0

4，设系统状态方程为 Ẋ = f(X,U, t)，性能指标
为 J = ϕ[X(tf), tf] +

∫ tf
t0 F(X,U, t)dt，初始状态 X(t0) 给定，终端状态

X(tf) 满足向量约束方程 G[X(tf), tf] = 0，（包括 X(tf) 给定的情况）。则
由变分法可得下面的结果：
（1）终端时刻 tf 给定时，J 取极值的必要条件为

λ̇ = −∂H
∂X （协态方程）

Ẋ =
∂H
∂λ
（状态方程）

∂H
∂U = 0（控制方程）

λ(tf) =
∂φ

∂X(tf)
+

∂ΨT

∂X(tf)
γ （横截方程）
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其中，H(X,U, λ, t) = F(X,U, t) + λTf(X,U, t) 称为哈密顿函数。
正则方程有 2n 个变量，积分时要 2n 个边界条件，初始条件 X(t0) 给定
时提供了 n 个边界条件，若 X(tf) 也完全给定则又提供了 n 个边界条
件，这时可不需要横截条件，见例 2-3。
当 X(tf) 自由或部分分量自由就要靠横截条件来提供缺少的边界条件，
见例 2-4。
（2）终端条件 tf 自由，J 取极值的必要条件与 tf 给定时的不同处，仅在
于多一个求最优终端时刻的条件

H(tf) = −∂φ

∂tf
− ∂Ψ

∂tf
γ (2-49)

5，用经典变分法求解最优控制时，假定 u(t) 不受限制，δU 为任意，故
得出控制方程

∂H
∂U = 0

不满足这种情况时，要用极小值原理或动态规划求解。这些内容在下面
的章节中介绍。
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