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本章主要内容

经典变分法的局限性

连续系统的极小值原理

最短时间控制问题

最少燃料控制问题

离散系统的极小值原理

小结
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经典变分法的局限性

经典变分法的局限性

上面我们用经典变分法解最优控制问题时，得出了最优性的必要条件

∂H
∂U = 0

在得出这个条件时，作了下面的假定：
1 δU 是任意的，即不受限制，它遍及整个向量空间，是一个开集；
2 ∂H

∂U 是存在的。
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经典变分法的局限性

在实际工程问题中，控制作用常常是有界的。如飞机舵面的偏角有限制，
火箭的推力有限制，生产过程中的生产能力有限制等等。一般，我们可
用下面的不等式来表示

|ui(t)| ≤ Mi i = 1, · · · ,m

这时 U(t) = [u1(t), u2(t), · · · , um(t)]T 属于一个有界的闭集，写成
U(t) ∈ Ω，Ω 为闭集。更一般的情况可用下面的不等式约束来表示。

g[U(t), t] ≥ 0

当 U(t) 属于有界闭集，U(t) 在边界上取值时，δU 就不是任意的了，因
为无法向边界外取值，这时 ∂H

∂U 就不一定是最优解的必要条件。
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经典变分法的局限性

考察由图3-1所表示的几种情况，图中横轴上每一点都表示一个标量控制
函数 u，其容许取值范围为 Ω。

u

H

Ω

(a)

u

H

Ω

(b)

u

H

Ω

(c)

u∗ u∗ u0 u∗

图 3-1: 有界闭集内函数的几种形状

对于图3-1(a)，∂H/∂u = 0 仍对应最优解 u∗。对于图3-1(b)，∂H/∂u = 0
所对应的解 u0 不是最优解，最优解 u∗ 在边界上。对于图3-1(c)，
∂H/∂u ≡ 常数，由这个方程解不出最优控制 u 来（这种情况称为奇异情
况），最优解 u∗ 在边界上。第三章 极小值原理及其应用 最优控制理论与系统 November 9, 2016 5 / 67
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经典变分法的局限性

另外，∂H/∂u 也不一定是存在的。例如状态方程的右端 f(X,U, t) 对 U
的一阶偏导数可能不连续，或由于有些指标函数，如燃料最优控制问题
中，具有下面的形式

J =

∫ tf

t0
F(X,U, t)dt =

∫ tf

t0
|U|dt

这时 H(X,U, λ, t) = F(X,U, t) + λTf(X,U, t) 对 U 的一阶偏导数不连续。

经典变分法无法处理上面的情况，必须另辟新的途径。

极小值原理就是解决这类问题的有力工具。用极小值原理求解控制
无约束的最优控制问题和古典变分法是完全一样的。

1956 年前苏联学者庞特里雅金提出这个原理时，把它称为极大值原
理，目前较多地采用极小值原理这个名字。

下面给出这个原理及其证明，并举例说明其应用。
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连续系统的极小值原理

连续系统的极小值原理

由于可以利用扩充变量的方法将各类最优控制问题化为定常系统，末值
型性能指标情况下的标准形式。我们这里只就定常系统、末值型性能指
标、tf 固定、末端受约束情况下给出极小值原理的简单证明。
设系统的状态方程为

Ẋ = f(X,U, t) X(t) ∈ Rn (3-1)

初始条件为
X(t0) = X0 (3-2)

控制向量 U(t) ∈ Rm，并受下面的约束

U ∈ Ω (3-3)

末值状态必须满足的约束条件为

G[X(tf), tf] = 0 (3-4)
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连续系统的极小值原理

连续系统的极小值原理

性能指标函数为
J = ϕ[X(tf), tf] + vTG[X(tf), tf] (3-5)

其中 v ∈ Rn 为待定列向量。
在本节中，假设函数 fi(X,U, t)，∂fi

∂X，ϕ[X(tf), tf]，
∂ϕ

∂X(tf)
存在且连续，并

假定容许控制 U(t) 是在控制域内取值的任何分段连续函数。这时如果选
定了某一容许控制 U(t)，则容易证明在任意的初始条件 X(t0) = X0 下，
方程(3-1)唯一的确定了系统状态的变化规律 X(t)，且 X(t) 是连续的和
分段可微的。在这些条件下，我们就定常系统、末值型性能指标、tf 固
定、末端受约束情况下给出极小值原理的简单证明。
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连续系统的极小值原理

极小值原理的证明

证明：
采用扰动法，即给最优控制一个变分 δU，它将引起最优轨线的变分 δX，
并使性能指标有一增量 ∆J，当 J 为极小时，必有 ∆J ≥ 0，由此即可导
出最优控制所应满足的必要条件。在变分法中，δU 是微量，即将最优控
制和邻近的容许控制相比较，因而最多只能建立哈密顿函数 H 的相对极
小值性质。

庞特里亚金极大值原理却将最优控制与控制域内所有可能的值进行比较，
因而得出结论，在整个控制域内最优控制使哈密顿函数 H 成为绝对极小
值。正是这个性质使得庞特里亚金极大值原理成为寻找最优控制的有力
工具。但是这样，U(t) 的改变量 δU 必须看成有限量，而不再是微量。
如果让改变的时间很短，则由此引起的最优轨线的改变 δX 仍是微量，
性能指标的增量 ∆J 也是微量，因而对各关系式的数学处理仍是比较容
易的。
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连续系统的极小值原理

设 U∗(t) 为最优控制，任选一时刻 t1 ∈ [t0, tf] 及一微量 ϵ > 0，在时间间
隔中 [t1 − ϵ, t1] 给 U∗(t) 一有限大小的改变量 δU，且使得 U∗ + δU ∈ Ω。
现在研究由 δU 引起的最优轨线 X∗(t) 的变化。分为三段考虑：
1，0 ≤ t ≤ t1 − ϵ
在这一段中，δU = 0，因而 δX(t) = 0。
2，t1 − ϵ ≤ t ≤ t1
系统的状态方程(3-1)可在初始条件 X(t1 − ϵ) = X∗(t1 − ϵ) 下直接积分。
当 U = U∗ 时，

X∗(t)− X∗(t1 − ϵ) =

∫ t

t1−ϵ
f(X∗,U∗, t)dt

当 U = U∗ + δU 时，

X(t)− X∗(t1 − ϵ) =

∫ t

t1−ϵ
f(X,U∗ + δU, t)dt
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连续系统的极小值原理

两式相减可得这一段的 δX(t)

δX(t) =
∫ t

t1−ϵ
[f(X,U∗ + δU, t)− f(X∗,U∗, t)]dt (3-6)

可以对 δX(t) 的大小作估计

|δX(t)| ≤ max
t1−ϵ≤t≤t1

|f(X,U∗ + δU, t)− f(X∗,U∗, t)|(t − t1 + ϵ)

由于 ϵ 是微量，所以 δX(t) 也是微量，因而在精确到一阶微量的情况下，
下式成立

f(X,U∗ + δU) = f(X∗,U∗ + δU) +
∂f
∂X

∣∣∣∣
X=X∗

δX (3-7)

将式(3-7)代入(3-6)，并注意到微量 δX 在微小时间间隔上的积分是高阶
微量，即得

δX(t) =
∫ t

t1−ϵ
[f(X∗,U∗ + δU, t)− f(X∗,U∗, t)]dt
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连续系统的极小值原理

在第二段时间间隔的终点 t = t1，则有

δX(t1) =
∫ t1

t1−ϵ
[f(X∗,U∗ + δU, t)− f(X∗,U∗, t)]dt

或
δX(t1) = [f(X∗,U∗ + δU, t)− f(X∗,U∗, t)]|t=t1ϵ+ o(ϵ) (3-8)

其中 o(ϵ) 表示二阶以上的微量。
3，t1 ≤ t ≤ tf
这时又有 U = U∗，系统的状态方程为

Ẋ = f(X,U∗, t)

而状态变量 δX(t) 的变分满足方程

δẊ =
∂f
∂X

∣∣∣∣
U=U∗

δX (3-9)
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连续系统的极小值原理

引入变量 λ∗(t) 及哈密顿函数 H

H(X,U∗, λ∗, t) = λ∗Tf(X,U∗, t) (3-10)

λ̇∗ = − ∂H
∂X

∣∣∣∣U=U∗
λ=λ∗

= − (
∂fT
∂X )

∣∣∣∣
U=U∗

λ∗ (3-11)

λ∗(tf) =
∂ϕ

∂X(tf)
+

∂GT

∂X(tf)
ν (3-12)

显然，方程(3-9)和(3-11)为共轭方程，立即求得积分

λ∗T(t)δX(t) = C

为常数，或
λ∗T(tf)δX(tf) = λ∗T(t1)δX(t1) (3-13)

即最终求得了由于 δU 的有限改变而引起的最优轨线的变化 δX(t)，特别
是末值状态的变化 δX(tf)。
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连续系统的极小值原理

下面研究由 δU 引起的最优性能指标的改变量 ∆J。由于

J = ϕ[X(tf), tf] + νTG[X(tf), tf]

故有

∆J = (
∂ϕ

∂X(tf)
+

∂GT

∂X(tf)
ν)TδX(tf) + o(ϵ) (3-14)

综合(3-8)、(3-12)、(3-13)和(3-14)等式，可以建立 ∆J 与有限改变量 δU
之间的关系

∆J = [λ∗Tf(X∗,U∗ + δU, t)− λ∗Tf(x∗,U∗, t)]|t=t1ϵ+ o(ϵ) ≥ 0

已知 t1 ∈ [t0, tf] 中的任意时刻，并以 U 表示 U∗ + δU，当 ϵ → 0 时，上
式变为

λ∗Tf(X∗,U∗, t) ≤ λ∗Tf(X∗,U, t), U ∈ Ω, t ∈ [t0, tf]
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连续系统的极小值原理

或用哈密顿函数 H 的表达式(3-10)表示可得

H(X∗, λ∗,U∗, t) ≤ H
U∈Ω

(X∗, λ∗,U, t) (3-15)

或
min
U∈Ω

H(X∗, λ∗,U, t) = H(X∗, λ∗,U∗, t)

于是定常系统、末值型性能指标、tf 固定、末端受约束情况下极小值原
理得以证明。
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连续系统的极小值原理

极小值原理的表达

总结上述讨论，可将庞特里雅金极小值原理写为如下形式：

定理（极小值原理）：
系统的状态方程为

Ẋ = f(X,U, t) X(t) ∈ Rn

初始条件为
X(t0) = X0

控制向量 U(t) ∈ Rm，并受下面的约束

U ∈ Ω

终端约束
G[X(tf), tf] = 0
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连续系统的极小值原理

极小值原理的表达

性能指标函数为

J = ϕ[X(tf), tf] +

∫ tf

t0
F(X,U, t)dt

要求选择最优控制 U∗，使 J 取极小值。J 取极小值的必要条件是 X(t)、
U(t)、λ 和 tf 满足下面的一组方程
1 正则方程

λ̇ = −∂H
∂X (协态方程) (3-16)

Ẋ =
∂H
∂λ

(状态方程) (3-17)

2 边界条件
X(t0) = X0 G[X(tf), tf] = 0 (3-18)

3 横截条件
λ(tf) =

∂ϕ

∂X(tf)
+

∂GT

∂X(tf)
ν (3-19)
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连续系统的极小值原理

极小值原理的表达

4 哈密顿函数沿最优轨线保持为常数。

H(X∗, λ,U∗, t) = C (3-20)

5 在最优轨线 X∗(t) 和最优控制 U∗(t) 上哈密顿函数取极小值

min
U∈Ω

H(X∗, λ∗,U, t) = H(X∗, λ∗,U∗, t) (3-21)

以上条件与教材 50 页定理 3-1 不完全相同，原因在于性能指标定义不同
将上面的结果与用古典变分法所得的结果对比可见，只是将 ∂H

∂U = 0 这
个条件用(3-21)代替，其它无变化。
应该指出，当 ∂H

∂U 存在，且
∂H
∂U = 0 得出的 H 绝对极小，如图3-1(a) 所

示时，∂H
∂U = 0 即为条件(3-21)式。所以极小值原理可以解决变分法所能

解决的问题，还能解决变分法不能解决的问题。如何应用条件(3-21)式，
这是一个关键，我们将用具体例子来说明。
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最短时间控制问题

最短时间控制问题

节省时间意味着提高生产率或先发制人取得军事行动的胜利。所以人们
很早就开始了对最短时间控制的研究，这方面的研究结果很多，这里先
就简单的重积分系统的最短时间控制展开讨论。
在前面的绪论中列举了火车快速行驶问题。设火车质量 m = 1，把运动
方程写成状态方程形式，令 x1 = x，x2 = ẋ 可化为下面的最短时间控制
问题。
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最短时间控制问题

重积分系统的最短时间控制

例 3 - 1

状态方程
ẋ1 = x2
ẋ2 = u (3-22)

初始条件为
x1(t0) = x10 x2(t0) = x20 (3-23)

终端条件为
x1(tf) = 0 x2(tf) = 0 (3-24)

控制约束为
|u(t)| ≤ 1 t0 ≤ t ≤ tf (3-25)

求出使性能指标

J =

∫ tf

t0
dt = tf − t0 (3-26)
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最短时间控制问题

取极小的最优控制。

解：因为控制作用有限制（属于有界闭集），故要用极小值原理求解。取
哈密顿函数

H = F + λTf = 1 + λ1(t)x2(t) + λ2(t)u(t) (3-27)

协态方程为

λ̇1 = − ∂H
∂x1

= 0 (3-28)

λ̇2 = − ∂H
∂x2

= −λ1 (3-29)

积分上面两个方程可得
λ1(t) = c1 (3-30)

λ2(t) = c2 − c1t (3-31)

其中，c1、c2 是积分常数。
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最短时间控制问题

由 H 的表达式(3-27)可见，若要选择 u(t) 使 H 取极小，只要使
λ2(t)u(t) 越负越好，而 |u(t)| ≤ 1，故当 |u(t)| = 1，且 u(t) 与 λ2(t) 反
号时，H 取极小，即最优控制为

u(t) = − sgn[λ2(t)] =
{
1, λ2(t) < 0

−1, λ2(t) > 0

由此可见，最优解 u(t) 取边界值 +1 或-1，是开关函数的形式。什么时
候发生开关转换，将取决于 λ2(t) 的符号。而由(3-31)式可见，λ2(t) 是 t
的线性函数，它有四种可能的形状（见图3-2），u(t) 也相应有四种序列

{+1}, {−1}, {+1,−1}, {−1,+1}
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最短时间控制问题

由图3-2可见，当 λ2(t) 为 t 的线性函数时 u(t) 最多改变一次符号。

t

1

-1 t

1

-1

t

1

-1 t

1

-1

λ2(t)

u(t)

c1 < 0, c2 > 0
λ2(t)

u(t)

c1 > 0, c2 < 0

λ2(t)

u(t)

c1 > 0, c2 > 0

λ2(t)

u(t)

c1 < 0, c2 < 0

图 3-2: u(t) 与 λ2(t) 的四种形状
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最短时间控制问题

下面来求出 u(t) 取不同值时的状态轨迹（也称为相轨迹）。
当 u(t) = +1 时，状态方程的解为

x2(t) = t + x20
x1(t) = 1

2 t2 + x20t + x10
(3-32)

从上面两式消去 t，即可得相轨迹方程

x1(t) =
1

2
x22(t) + c (3-33)

在图3-3中用实线表示，不同的 c 值可给出一簇曲线。由(3-32)第一式知
t 增大时 x2(t) 增大，故相轨迹进行方向是自下而上，如图中曲线上箭头
所示。
当 u = −1 时，状态方程的解为

x2(t) = −t + x20
x1(t) = −1

2 t2 + x20t + x10
(3-34)
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最短时间控制问题

消去 t，可得相轨迹方程

x1(t) = −1

2
x22(t) + c′ (3-35)

x1

x2
γ−

γ+

0

u = +1
u = −1

图 3-3: 相轨迹图
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最短时间控制问题

在图3-3中用虚线表示。因 t 增大时，x2(t) 减少，故相轨迹进行方向是自
上而下。
两簇曲线中，每一簇中有一条曲线的半支进入原点。在 u = +1 的曲线
簇中，通过原点的曲线方程为

x1(t) =
1

2
x22(t) x2(t) ≤ 0 (3-36)

这半支用 γ+ 表示。在 u = −1 的曲线簇中，通过原点的曲线方程为

x1(t) = −1

2
x22(t) x2(t) ≤ 0 (3-37)

这半支用 γ− 表示。
γ+ 和 γ− 这两个半支通过原点的抛物线称为开关线，其方程为

x1(t) = −1

2
x2(t)|x2(t)| (3-38)
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最短时间控制问题

当初始状态 (x10, x20) 在开关线左
侧，如图3-4中 D 点，从 D 点转移
到原点，并在转移过程中只允许 u
改变一次符号的唯一途径如图所示，
即从 D 点沿 u = +1 的抛物线移到
与 γ− 相遇，在相遇点改变 u 的符
号为 u = −1，再沿 γ− 到达原点。
因此，只要初始状态在开关线左侧，
都沿 u = +1 的抛物线转移到 γ−，
然后 u 改变符号为 u = −1，并沿
γ− 到达原点。同样，当初始状态在
开关线右侧，如图3-4中的 M 点，则
先沿 u = −1 的抛物线转移到 γ+，
然后 u 改变符号为 u = +1，并沿
γ+ 到达原点。

x1

x2

γ+

γ−

D

M

R+ R−

图 3-4: 最优相轨迹与开关线
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最短时间控制问题

在图3-4中开关曲线（由 γ− 和 γ+ 组成）把 x1 − x2 平面划成两个区域。
开关线左侧（图中划阴影线部分）区域用 R+ 表示，R+ 中的点满足

x1 < −1

2
x2|x2| u = +1 (3-39)

开关线右侧区域用 R− 表示，R− 中的点满足

x1 > −1

2
x2|x2| u = −1 (3-40)

于是最优控制规律可表示为状态 x = (x1, x2)T 的函数，即

u∗(x1, x2) = +1 if x ∈ γ+ and x ∈ R+ (3-41)

u∗(x1, x2) = −1 if x ∈ γ− and x ∈ R− (3-42)

根据上面的关系，u∗ 可以通过非线性的状态反馈来构成。
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最短时间控制问题

z
-1

u 1
s2

x1

d
dt

x2

1
2x2|x2|

+

+

-1

1

图 3-5: 重积分系统时间最优控制的框图

图3-5表示了重积分系统时间最优控制的工程实现。由图可见

Z = x1 +
1

2
x2|x2|

Z < 0 时，u = 1，即满足(3-39)式，Z > 0 时，u = −1，即满足(3-40)式。
图中的继电函数早期是用继电器实现的，由于继电器在动作时有砰砰声，
故这种最优控制又称为“砰砰”控制。当然，现在可以用无接触的电子
开关或微处理机来实现这种控制规律，既方便、可靠，又无砰砰声。
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最短时间控制问题

积分环节和惯性环节串联系统的最短时间控制

例 3 - 2
积分环节和惯性环节串联系统的最短时间控制

其传递函数为

W(s) = Y(s)
U(s) =

1

s(s + a) (3-43)

其中 a 为大于零的实数。由(3-43)式可得运动方程为

ÿ + aẏ = u (3-44)

令 x1 和 x2 为状态变量，并有

x1 = y, x2 = ẏ
ẋ1 = x2 (3-45)

ẋ2 = −ax2 + u

控制约束为 |u(t)| ≤ 1，最优控制只能取 ±1。
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最短时间控制问题

（1）对于 u = +1 情形，状态方程为

ẋ1 = x2

ẋ2 = −ax2 + 1

其状态相轨迹为

x1 = −x2
a − 1

a2 ln |1− ax2|+ C (3-46)

如图3-6(a) 所示，箭头为状态运动方向。它有一条渐近线 x2 = 1/a，如
图中虚线所示。在这簇曲线中，只有 γ+ 到达平衡位置 0。

γ+ : x1 = −x2
a − 1

a2 ln |1− ax2|, x2 ≤ 0 (3-47)
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最短时间控制问题

（2）对于 u = −1 的情形，状态方程为

ẋ1 = x2

ẋ2 = −ax2 − 1

其状态轨线相迹为

x1 = −x2
a +

1

a2 ln |1 + ax2|+ C (3-48)

如图3-6(b) 所示，箭头为状态运动方向。它有一条渐近线 x2 = −1/a，
如图中虚线所示。在这簇曲线中，只有 γ− 到达平衡位置 0。

γ− : x1 = −x2
a +

1

a2 ln |1 + ax2|, x2 ≥ 0 (3-49)
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最短时间控制问题

x1

x2

x2 = 1/a

u = +1

γ+

0

(a) u = 1 (b) u = −1

x1

x2

x2 = −1/a

u = −1

γ−

0

图 3-6: 1
s(s+a) 系统的相轨迹
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最短时间控制问题

将 γ+ 和 γ− 合并成一条曲线，其方程为

γ : x1 = −x2
a +

1

a2 sgn(x2) ln |1 + a|x2|| (3-50)

令

F(x2) = −x2
a +

1

a2 sgn(x2) ln |1 + a|x2|| (3-51)

σ(x1, x2) = x1 − F(x2) (3-52)

于是曲线 γ 方程可写为

γ : σ(x1, x2) = x1 − F(x2) = 0 (3-53)

曲线 γ 将相平面分成两部分，如图3-7所示。γ 的上半平面包括 γ− 记为
R−，γ 的下半平面包括 γ+ 记为 R+，那么

R+ = {(x1, x2)|σ(x1, x2) < 0} ∪ γ+

R− = {(x1, x2)|σ(x1, x2) > 0} ∪ γ− (3-54)
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最短时间控制问题

x1

x2

γ+

γ−

B

A

R+ R−

a

b

图 3-7: 1
s(s+a) 系统的时间最优相轨迹

和开关线

由于最优控制只取 ±1，它们的切换
最多一次，根据状态初始位置不同，
它们最优控制是不同的，如图中初
始状态在 A 点时，它属于 R−，所
以开始 u∗ = −1。当运动到达 γ+
时，与 γ+ 交于 a 点，马上切换为
u∗ = +1，以后沿 γ+ 运动直到平衡
位置 0，再除去控制量 u∗。当初始
状态在 B 点时，它属于 R+，最优
控制应先取 u∗ = +1，到达 γ− 交于
b 点时，马上切换为 u∗ = −1，以后
沿 γ− 继续运动，直到平衡位置 0，
切除控制量。
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最短时间控制问题

综上所述，最优控制的状态反馈规律为

u∗(x1, x2) =
{
+1 (x1, x2) ∈ R+及γ+

−1 (x1, x2) ∈ R−及γ−
(3-55)

最短时间最优控制的方框图如图3-8所示，图中虚线部分是最短时间最优
控制器。

σ(x1, x2) u = −sgn(σ)
1

s(s+a)

x1

x1
s

x2 = ẋ1

F (x2)

−

+ 1

-1

图 3-8: 1
s(s+a) 系统的时间最优控制框图
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最少燃料控制问题

最少燃料控制问题

在人类的经济活动、军事行动以及其它活动中无时无刻不在消耗着形形
色色的燃料，减少燃料消耗，节省能源成了当今世界科研的重要课题。
特别在宇宙航行中，所消耗的燃料十分昂贵，而且如果需要的燃料多了，
会减少运送的有效载荷（如卫星、空间站等），因此在宇宙航行中最早提
出了最少燃料消耗的最优控制问题。一般来说，控制物体运动的推力或
力矩的大小，是和单位时间内燃料消耗量成正比的，因而在某一过程中
所消耗的燃料总量可用下面的积分指标来表示

J(u) =
∫ tf

t0
|u(t)|dt

其中 u(t) 是单位时间内的燃料消耗量。
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最少燃料控制问题

值得指出的是，在最少燃料控制问题中，终端时间 tf 一般应给定，或者
是考虑响应时间和最少燃料的综合最优问题。因为若考虑纯粹的最少燃
料控制问题，则将导致系统的响应时间过长，理论上要经过无穷长时间，
系统才转移到所要求的状态。这是很显然的，因为燃料消耗得少，推力
就小，系统的运动加速度和速度就小。
另一方面所指定的时间tf 必须大于同一问题的最短时间控制所解出的最
短时间 t∗f，否则最少燃料控制将会无解。
我们还是以重积分系统为例来说明最少燃料控制的解法。
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最少燃料控制问题

重积分系统的最少燃料控制
例 3 - 3
系统状态方程

ẋ1 = x2 ẋ2 = u (3-56)

初始条件
x1(t0) = x10 x2(t0) = x20 (3-57)

终端条件
x1(tf) = 0 x2(tf) = 0 (3-58)

控制约束
|u(t)| ≤ 1 t0 ≤ t ≤ tf (3-59)

求出使性能指标

J =

∫ tf

t0
|u(t)|dt (3-60)

取极小的最优控制。
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最少燃料控制问题

解：用极小值原理求解，哈密顿函数为

H = |u(t)|+ λ1(t)x2(t) + λ2(t)u(t) (3-61)

协态方程为
λ̇1 = − ∂H

∂x1 = 0

λ̇2 = − ∂H
∂x2 = −λ1

(3-62)

积分上面两个方程可得
λ1(t) = c1

λ2(t) = c2 − c1t
(3-63)

这里哈密顿函数 H 与最短时间控制的 H 不同，考察 H 的表达式可知，
无论 λ1x2(t) 为何值，使 H 极小等价于求下式的极小

min
u(t)∈Ω

[|u(t)|+ λ2(t)u(t)]
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最少燃料控制问题

考察上面的表达式：

当 |λ2(t)| < 1 时，如 u(t) ̸= 0，则 [|u(t)|+ λ2(t)u(t)] > 0，故应取
u(t) = 0；

当 |λ2(t)| > 1，则应取 u(t) = − sgn[λ2(t)], 使
[|u(t)|+ λ2(t)u(t)] < 0。

于是可得出使 H 极小的最优控制规律为

u(t) = 0 if |λ2(t)| < 1 (3-64)

u(t) = − sgn[λ2(t)] if |λ2(t)| > 1 (3-65)

0 ≤ u(t) ≤ 1 if λ2(t) = −1 (3-66)

−1 ≤ u(t) ≤ 0 if λ2(t) = +1 (3-67)
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最少燃料控制问题

注意到上面得到的最优控制规律中前两
式确定了 u(t) 可取值 0、±1，而后两式
只确定了 u(t) 的符号，未确定 u(t) 的
值。但由 λ2(t) 的表达式可知，只要
c1 ̸= 0，λ2(t) 就随 t 而线性变化并有
图3-2所示四种图形，于是 λ2(t) 只可能
在两个孤立的时刻 t 取得值 +1 和 −1。
这两个孤立时刻 u(t) 的值对积分指标 J
的贡献为零，因此我们可不加考虑，而
认为 u(t) 只能取值 0 和 ±1。这说明
u(t) 可用带死区的继电函数描述，如
图3-9。

λ2

u

-1
1

1

-1

图 3-9: 带死区的继电函数
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最少燃料控制问题

x1

x2

u = +1
u = −1
u = 0

图 3-10: 最少燃料控制的控制量和相轨迹

和最短时间控制一样，
u(t) = +1 时的状态轨迹为

x1(t) =
1

2
x22(t) + c (3-68)

在图3-10中用实线表示。
u(t) = −1 时的状态轨迹为

x1(t) = −1

2
x22(t) + c (3-69)

在图3-10中用虚线表示。
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最少燃料控制问题

最少燃料控制的特点是 u(t) 可取零值。当 u(t) = 0，由状态方程可求得

x2(t) = x20 x1(t) = x10 + x20(t − t0) (3-70)

状态轨迹为水平线，在
图3-10中用点划线表示。
当 x20 > 0 时，水平线向
右移动，x20 < 0 时，水
平线向左移动。
若初始状态 x10, x20 是第
一象限内的点 A，则从
图3-10状态轨迹的运动方
向可知，引向原点的轨迹
有下面几种（见图3-11）：

x1

x2

γ+

γ−
A (x10, x20)

u = −1

B

C [x1(t1), x2(t1)]

D

E
[x1(t2), x2(t2)]

u = 0

u = 1

O

图 3-11: 最少燃料控制的相轨迹
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最少燃料控制问题

1 沿 ABO 到达原点，对应的控制序列 u(t) 为 {−1, 0}。这是最少燃
料控制，但因为在 BO 段 x2 = 0（即 ẋ1 = 0），故 x1 到达原点的时
间 tf 为无穷大，不能满足给定值的要求。

2 沿 ADO 到达原点，对应的控制序列为 {−1,+1}。这是最短时间控
制的轨迹，到达原点时间将小于给定的 tf − t0，但它不是最少燃料
控制。

3 沿 ACEO 到达原点。其中 C 点和 E 点坐标待定，以满足给定的终
端时刻 tf。这是满足终端时刻 tf 要求的最少燃料控制。
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最少燃料控制问题

设初始点 A 的时刻为 t0, 坐标为 x10, x20；到达 C 点的时刻为 t1，坐标
为 x1(t1), x2(t1)，到 E 点的时刻为 t2，坐标为 x1(t2), x2(t2)；到达原点
O 的时刻为 tf。AC 段对应 u = −1，CE 段 u = 0，EO 段 u = +1，由
积分状态方程(3-56)可得

u = −1：

x2(t1) = −t1 + x20 (3-71)

x1(t1) = −1

2
t21 + x20t1 + x10 (3-72)

u = 0：

x2(t2) = x2(t1) (3-73)

x1(t2) = x1(t1) + x2(t1)(t2 − t1) (3-74)
u = 1：

0 = x2(t2) + (tf − t2) (3-75)

0 = x1(t2) + x2(t2)(tf − t2) +
1

2
(tf − t2)2 (3-76)
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最少燃料控制问题

由上面六个方程来解六个未知数：t1，t2，x1(t1)，x1(t2)，x2(t1)，x2(t2)。
由(3-75)、(3-76)两式消去 (tf − t2)，再考虑(3-73)式可得

x1(t2) =
1

2
x22(t2) =

1

2
x22(t1) (3-77)

t2 = tf + x2(t2) = tf + x2(t1) (3-78)

由(3-71)、(3-72)两式得

t1 = x20 − x2(t1) (3-79)

x1(t1) = x10 −
1

2
x22(t1) +

1

2
x220 (3-80)

由(3-78)、(3-79)两式得

t2 − t1 = 2x2(t1) + tf − x20 (3-81)
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最少燃料控制问题

将(3-81)代入(3-74)式得

2x22(t1) + (tf − x20)x2(t1) + x1(t1)− x1(t2) = 0

再利用(3-77)和(3-80)式，即得

x22(t1) + (tf − x20)x2(t1) + x10 +
1

2
x220 = 0

由上式解出

x2(t1) = −
tf − x20

2
± 1

2
[(tf − x20)2 − 4x10 − 2x220]

1
2 (3-82)

这里必须保证 x2(t1) 为实数，并在上式中选择正确的加减号。为了使
x2(t1) 为实数，必须有

(tf − x20)2 − 4x10 − 2x220 ≥ 0

这说明，若 tf 小于规定最短时间（使上式小于零的 tf 值），最少燃料控
制是无解的。
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最少燃料控制问题

为了选择正确的加、减号，应注意有下面的关系

0 < t1 < t2 < tf

即 t2 − t1 > 0，由(3-81)式可得

x2(t1) > −1

2
(tf − x20)

于是从(3-82)式可知，应选择加号，即

x2(t1) = −1

2

{
tf − x20 − [(tf − x20)2 − 4x10 − 2x220]

1
2

}
(3-83)
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最少燃料控制问题

将上式代入（4-78）和（4-79）式可得

t1 =
1

2

{
tf + x20 − [(tf − x20)2 − 4x10 − 2x220]

1
2

}
(3-84)

t2 =
1

2

{
tf + x20 + [(tf − x20)2 − 4x10 − 2x220]

1
2

}
(3-85)

这样，我们就完全可以确定转换点 C 和 E 的坐标。由图3-11可见 E 点
的坐标 [x1(t2), x2(t2)] 处在开关线 γ+ 上，可按最短时间控制一样的方式
来构成反馈控制。C 点坐标 [x1(t1), x2(t1)] 由式(3-80)和(3-83)给出，由
此二式可见，它们取决于 tf 和 x10、x20。当 tf 给定时，还要给定一个初
始条件，譬如 x20 = 0，才能从此二式消去 x10 得到下面的 C 点轨迹曲
线（在图3-12中用 Γ(tf) 来表示）

x1(t1) = −1.5x22(t1)− x2(t1)tf

当 x10、x20 可取各种值时，开关曲线将取决于初始条件，这在工程实现
上是不方便的。
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最少燃料控制问题

x1

x2

γ+

γ−

C

初始点

E

O

Γ(tf)

图 3-12: 满足终端时刻 tf 要求的最少燃料控制
的相轨迹

最后，我们要强调指出，规
定了终端时刻，最少燃料的
控制量 u(t) 不仅可取边界值
±1，而且还可取零值，对重
积分系统来讲，系统有加速
段，减速段和等速运行段。
而最短时间控制系统只有加
速和减速段。以飞机为例，
从一个城市以规定的时间飞
到另一城市且使燃料消耗为
最少的策略是，作一段加速
飞行，作一段等速滑翔飞行，
再作一段减速飞行，而且规
定的时间要足够大，否则最
少燃料问题是无解的。
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离散系统的极小值原理

离散系统的极小值原理

在现实世界中有些系统本身是离散的，要用离散的状态方程来加以描述。
有些系统本身虽是连续的，但采用计算机控制，控制量只在离散的时刻
算出来，设计这类系统时，连续对象的状态方程要进行离散化。下面就
来讨论离散系统的极小值原理。问题的提法如下：
系统的状态方程为

X(k + 1) = f[X(k),U(k), k], k = 0, 1, · · ·N − 1 (3-86)

X(k) 为 n 维向量，U(k) 为 m 维向量。上式右端在一般情况下是 X(k)
和 U∗(k) 的非线性函数。
初始条件为

X(0) = X0 (3-87)
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离散系统的极小值原理

终端约束为
G[X(N),N] = 0 (3-88)

G 是 q 维向量方程。性能指标为

J = ϕ[X(N),N] +

N−1∑
k=0

F[X(k),U(k), k] (3-89)

要求确定控制序列 U(k)，k = 0, 1, · · ·N − 1，使 J 最小。
下面按控制向量 U(k) 受约束和不受约束两种情况来讨论。
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离散系统的极小值原理

（一）控制向量无约束

这时可用古典变分法求解。作增广性能指标

Ja =ϕ[X(N),N] +
N−1∑
k=0

F[X(k),U(k), k]

+ λT(k + 1){f[X(k),U(k), k]− X(k + 1)}+ vTG[X(N),N] (3-90)

式中，λ(k+1) 是协态向量（n 维），ν 是拉格朗日乘子向量（q 维）引入
下面的哈密顿函数

H(X,U, λ, k) = F[X(k),U(k), k] + λT(k + 1)f[X(k),U(k), k] (3-91)

并令
θ[X(N),N] = ϕ[X(N),N] + vTG[X(N),N] (3-92)
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离散系统的极小值原理

则

Ja = θ[X(N),N] +
N−1∑
k=0

[H(X,U, λ, k)− λT(k + 1)X(k + 1)]

= θ[X(N),N]− λT(N)X(N) + λT(0)X(0) (3-93)

+

N−1∑
k=0

[H(X,U, λ, k)− λT(k)X(k)]

Ja 的一次变分可写成

δJa =

[
∂θT

∂X(N)
− λ(N)

]
δX(N) + λT(0)δX(0)

+
N−1∑
k=1

{[(
∂H(k)
∂X(k)

)T
− λT(k)

]
δX(k) +

(
∂H(k)
∂U(k)

)T
δU(k)

}
(3-94)
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离散系统的极小值原理

上式中 H(k) = H(X,U, λ, k)。由于初始条件 X(0) 给定，故 δX(0) = 0。
根据 δJa 以及 δX(N)，δX(k)，δU(k) 的任意性，可推导出最优控制序列
应满足的必要条件：
正则方程

λ(k) = ∂H(k)
∂X(k) , k = 0, 1, · · · ,N − 1 (3-95)

X(k + 1) =
∂H(k)

∂λ(k + 1)
(3-96)

横截条件

λ(N) =
∂θ

∂X(N)
=

∂ϕ

∂X(N)
+

∂GT

∂X(N)
v (3-97)

控制方程
∂H(k)
∂U(k) = 0, k = 0, 1, · · · ,N − 1 (3-98)
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离散系统的极小值原理

初始条件
X(0) = X0 (3-99)

所得结果与连续系统类似，但应注意协态方程(3-95)的右侧无负号。从
上面的一组方程可知，我们已知初始条件 X(0) = X0，又从横截条件可
求出 λ(N)，这样得出了离散非线性两点边值问题，求解一般是困难的。
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离散系统的极小值原理

（二）控制向量有约束

这时 ∂H(k)
∂U(k) = 0 一般不成立。根据极小值原理，哈密顿函数在最优控制

序列上取极小值，即

H[X∗(k),U∗(k), λ∗(k + 1), k] = min
U∈Ω

[X∗(k),U(k), λ∗(k + 1), k]

例 3 - 4
系统的状态方程为

x(k + 1) = x(k) + u(k), x(0) = 1 (3-100)

无约束，指标函数为

J(u) = 1

2
x2(2) + 1

2

1∑
k=1

u2(k) (3-101)

用离散极小值原理求最优控制 u∗(0)，u∗(1) 使 J 取极小。
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离散系统的极小值原理

解：哈密顿函数为

H(k) = 1

2
u2(k) + λ(k + 1)[x(k) + u(k)] (3-102)

协态方程为

λ(k) = ∂H(k)
∂x(k) = λ(k + 1) (3-103)

即协态为常数。
横截条件为

λ(2) =
∂ϕ

∂x(2) =
∂[0.5x2(2)]

∂x(2) = x(2) (3-104)
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离散系统的极小值原理

控制方程为
∂H(k)
∂u(k) = u(k) + λ(k + 1) = 0 (3-105)

u(k) = −λ(k + 1) (3-106)

因协态为常数，故控制也是常数，令

u(k) = u (3-107)

现在来解系统的状态方程，由初始条件 x(0) = 1 可得

x(1) = 1 + u (3-108)
x(2) = x(1) + u = 1 + 2u (3-109)
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离散系统的极小值原理

因为
x(2) = λ(2) = −u = 1 + 2u (3-110)

故

u = u∗ = −1

3
(3-111)

于是最优控制为

u∗(k) = −1

3
k = 0, 1 (3-112)

代入系统状态方程，可求得最优状态为

x∗(0) = 1 x∗(1) = 2

3
x∗(2) = 1

3
(3-113)
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离散系统的极小值原理

例 3 - 5
在 N 级换热器系列的最优设计中，设 x(k) 为流出第 k 个换热器的油料
温度，u(k − 1) 是第 k 个换热器的换热面积，Tk 是第 k 个换热器的热
载体温度，Qk 是第 k 个换热器的正常数。

则状态方程为

x(k + 1) =
x(k) + Qk+1Tk+1u(k)

1 + Qk+1u(k)
(k = 0, 1, · · · ,N − 1) (3-114)

方程右端对 u(k) 是非线性的。这里 k 表示加热器级数，是空间离散变
量，但在求解时与时间离散问题一样。边界条件为

x(0) = a x(N) = b (3-115)
性能指标是使换热总面积最小，即

J =

N−1∑
k=0

u(k) (3-116)

最小。
第三章 极小值原理及其应用 最优控制理论与系统 November 9, 2016 62 / 67



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

离散系统的极小值原理

解：这里 u(k) 无约束，可用变分法求解。作哈密顿函数

H(k) = u(k) + λ(k + 1)
x(k) + Qk+1Tk+1u(k)

1 + Qk+1u(k)
(3-117)

协态方程为

λ(k) = ∂H(k)
∂x(k) = [1 + Qk+1u(k)]−1λ(k + 1)

即
λ(k + 1) = [1 + Qk+1u(k)]λ(k) (3-118)

控制方程为
∂H

∂u(k) = 0

即

1 + λ(k + 1)
Qk+1[Tk+1 − x(k)]
[1 + Qk+1u(k)]2

= 0 (3-119)
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离散系统的极小值原理

由上式求出 λ(k + 1) 比求 u(k) 容易，故解得

λ(k + 1) = − [1 + Qk+1u(k)]2
Qk+1[Tk+1 − x(k)] (3-120)

将(3-120)式代入协态方程(3-118)，消去 λ(k)，得

[1 + Qk+1u(k)]2
Qk+1[Tk+1 − x(k)] =

[1 + Qku(k − 1)]2

Qk[Tk − x(k − 1)]
(3-121)

由状态方程(3-114)可解出 u(k)

u(k) = x(k + 1)− x(k)
Qk+1[Tk+1 − x(k + 1)]

(3-122)

令 k = k − 1，由上式可得

u(k − 1) =
x(k)− x(k − 1)

Qk[Tk − x(k)] (3-123)
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离散系统的极小值原理

将(3-122)、(3-123)代入(3-121)，消去 u(k)，可得

x(k − 1) = x(k) + [Tk − x(k)]
{
1− Qk[Tk − x(k)]

Qk+1[Tk+1 − x(k + 1)]

}
(3-124)

(3-124)式是关于 x(k) 的非线性差分方程，若 x(k) 和 x(k + 1) 已知就可
递推求出 x(k − 1)，故从终端 k = N 向后递推比较方便。已知 x(N) = b，
但不知 x(N − 1)，只能先假定一个 x(N − 1)，由(3-124)算出 x(N − 2)；
再循环用(3-124)可依次递推求得，x(N − 3)⋯⋯，x(1)，x(0)。若最后求
出的 x(0) 等于或很接近于给定的初始条件 a，则这组序列 {u(k)} 就是
最优状态轨迹；否则另取 x(N − 1) 再重算，直到 x(0) ≈ a，这组序列
{x(k)} 就是最优状态轨迹。把 {x(k)} 代入式(3-122)就可求出最优控制序
列 {u(k)}。
从上面的说明可知，我们要反复试凑以满足 x(k) 的边界条件，这是非线
性两点边值问题所引起的。这里因为 x(k) 的初始和终端条件都给定，我
们采用的解题技巧是消去协态量 λ(k)，直接解 x(k)。
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小结

小结
1、极小值原理是对经典变分法的扩展，它可以解决经典变分法无法解决
的最优控制问题。也就是当控制有约束（控制变量属于一个有界闭集，
可表示为 U ∈ Ω 或 g[U(t), t] ≥ 0），哈密顿函数 H 对 U 不可微时，要用
极小值原理。
2、极小值原理所得出的最优控制必要条件与变分法所得的条件的差别，
仅在于用哈密顿函数在最优控制上取值的条件

H(X∗,U∗, λ∗, t) = min
U∈Ω

H(X∗,U, λ∗, t)

代替 ∂H
∂U = 0，而后者可作为前者的特殊情况。其它条件如正则方程，横

截条件，边界条件等都一样。
参看图3-1可知，极小值原理可解决在边界上取极值的情况，因此比变分
法所得的条件大大加强了。总之，极小值原理可解决经典变分法可解决
的问题，也可解决经典变分法不能解决的问题。所以有些书上把用经典
变分法解决的问题也称为用极小值原理求解。若系统方程是非线性的，
则用极小值原理求解（和经典变分法一样）将产生非线性微分方程两点
边值问题，求解非常困难。
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小结

3、前面我们讨论了极小值原理，但经过简单的转换就可将极大值原理化
为极小值原理。设要使性能指标 J 极大，对应的协态变量为 λ′(t)，拉格
朗日乘子为 v′，则令 J = −J′ 就化为 J 的极小值问题，并且极小值问题
λ(t) 和 v 与 λ′ 和 v′ 的关系为 λ(t) = −λ′(t)，v = −v′。
4、离散系统的极小值原理与连续系统的极小值原理所得出的最优解的必
要条件在形式上是相似的，只是前者的协态方程(3-95)的右端没有负号。
若系统方程是非线性差分方程，则离散极小值原理将产生非线性差分方
程两点边值问题。从例5可见，即使对于一个简单的问题，求解也是很困
难的。
5、极小值原理可成功地解决最短时间控制问题。若控制量满足约束条件
u(t) ≤ 1，则最短时间的控制量只能取约束的边界值 +1 或 −1。于是在
系统中必然要有一个二位置继电式元件来生 u(t) 这就是所谓的砰砰控
制。对于简单二阶系统—重积分系统，在相平面 x1—x2 上的相轨迹是抛
物线，开关曲线由 γ+ 和 γ− 两个半支抛物线组成。
6、最少燃料控制的控制量可取边界值 +1、−1 和 0，因此系统中必然要
有一个包含死区的三位置继电式元件来产生 u(t)。重积分系统的相轨迹
除抛物线外还有平行于横轴的直线段。另外，终端时刻 tf 必须大于同一
问题的最短时间控制所需时间，否则最少燃料控制无解。
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