
控制系统的状态空间分析与综合
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引 论
 经典控制理论:

数学模型:线性定常高阶微分方程和传递函数;
分析方法: 时域法(低阶1～3阶)

根轨迹法
频域法

适应领域:单输入－单输出（SISO）线性定常系统
缺 点:只能反映输入－输出间的外部特性，难以揭示系统内部的结构和运行状
态。

 现代控制理论：
数学模型:以一阶微分方程组成差分方程组表示的动态方程
分析方法:精准的时域分析法
适应领域：（1）多输入－多输出系统（MIMO、SISO、MISO、SIMO）

（2）非线性系统
（3）时变系统

优越性：（1）能描述系统内部的运行状态
（2）便于考虑初始条件（与传递函数比较）
（3）适用于多变量、非线性、时变等复杂大型控制系统
（4）便于计算机分析与计算
（5）便于性能的最优化设计与控制

内容：线性系统理论、最优控制、最优估计、系统辨识、自适应控制

近似分析
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第一章 控制系统的状态空间描述

第二章 线性系统的运动分析

第三章 控制系统的李雅普诺夫稳定性分析

第四章 线性系统的可控性和可观测性

第五章 线性系统非奇异线性变换及系统的规范分解

第六章 线性定常控制系统的综合分析
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 1.1 系统数学描述的两种基本方法

 1.2 状态空间描述常用的基本概念

 1.3 系统的传递函数矩阵

 1.4 线性定常系统动态方程的建立

第一章 控制系统的状态空间
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典 型 控 制 系 统 方 框 图

执行器 被控对象 传感器

控制器
控制输入

观测y控制u
被控过程

x

反馈控制

被 控 过 程

pu

u
u


2

1

nxxx ,, 21

qy

y
y


2

1

1.1 系统数学描述的两种基本方法
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典型控制系统由被控对象、传感器、执行器和控制器组成。

被控过程具有若干输入端和输出端。

数学描述方法： 输入－输出描述（外部描述）:高阶微分方程、传递函数矩阵。

状态空间描述（内部描述）：基于系统内部结构，是对系统的一
种完整的描述。
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1) 输入：外部对系统的作用（激励）； 控制：人为施加的激励；
输入分控制与干扰。

1) 输出：系统的被控量或从外部测量到的系统信息 。若输出是由传感器测量得到
的，又称为观测。

2) 状态、状态变量和状态向量 ：能完整描述和唯一确定系统时域行为或运行过
程的一组独立（数目最小）的变量称为系统的状态；其中的各个变量称为状态变
量。当状态表示成以各状态变量为分量组成的向量时，称为状态向量。

3) 状态空间：以状态向量的各个分量作为坐标轴所组成的n维空间称为状态空间。

4) 状态轨线：系统在某个时刻的状态，在状态空间可以看作是一个点。随着时间的
推移，系统状态不断变化，并在状态空间中描述出一条轨迹，这种轨迹称为状态
轨线或状态轨迹。

5) 状态方程：描述系统状态变量与输入变量之间关系的一阶向量微分或差分方程称
为系统的状态方程，它不含输入的微积分项。一般情况下，状态方程既是非线性
的，又是时变的，可以表示为

6) 输出方程：描述系统输出变量与系统状态变量和输入变量之间函数关系的代数方
程称为输出方程，当输出由传感器得到时，又称为观测方程。输出方程的一般形
式为

7) 动态方程：状态方程与输出方程的组合称为动态方程，又称为状态空间表达式 。
一般形式为

 ( ) ( ), ( ),x t f x t u t t

 ( ) ( ), ( ),y t g x t u t t

1.2 状态空间描述常用的基本概念
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或离散形式

 
 

( ) ( ) , ( ) ,

( ) ( ) , ( ) ,

x t f x t u t t

y t g x t u t t







 
 

1( ) ( ), ( ),

( ) ( ), ( ),
k k k k

k k k k

x t f x t u t t

y t g x t u t t
 



9) 线性系统：线性系统的状态方程是一阶向量线性微分或差分方程，输出方程是向量代
数方程。线性连续时间系统动态方程的一般形式为

10) 线性定常系统：线性系统的A，B，C，D或G，H，C，D中的各元素全部是常数。即

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
y(t) C (t)x (t) D (t)u (t)
x t A t x t B t u t 

 



( t ) A x ( t ) B u ( t )
y ( t ) C x ( t ) D u ( t )
x  

 



或离散形式 ( 1) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x k Gx k Hu k
y k Cx k Du k

  
 

A x B u
y C x D u
x  

 


若有
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分别写出状态矩阵 A、控制矩阵 B、输出矩阵 C、前馈矩阵 D :

已
知
：
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为书写方便，常把连续系统和离散系统分别简记为S(A,B,C,D)和S(G,H,C,D)。

11) 线性系统的结构图 ：线性系统的动态方程常用结构图表示。

nn图中，I为( )单位矩阵，s是拉普拉斯算子，z为单位延时算子。
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 讨论： 1、状态变量的独立性。

2、由于状态变量的选取不是唯一的，因此状态方程、输出方
程、动态方程也都不是唯一的。但是，用独立变量所描述的系统的维数应
该是唯一的，与状态变量的选取方法无关。

3、动态方程对于系统的描述是充分的和完整的，即系统中的任
何一个变量均可用状态方程和输出方程来描述。

例1－1 试确定图8-5中（a）、（b）所示电路的独立状态变量。图中u、i分别是是输入
电压和输入电流，y为输出电压，xi为电容器电压或电感器电流。

x3x3

解 并非所有电路中的电容器电压和电感器电流都是独立变量。对图8-5（a），
不失一般性，假定电容器初始电压值均为0，有
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因此，只有一个变量是独立的，状态变量只能选其中一个，即用其中的任意一个变
量作为状态变量便可以确定该电路的行为。实际上，三个串并联的电容可以等效为一
个电容。

对图（b） x1 = x2，因此两者相关，电路只有两个变量是独立的，即（x1和x3）或
(x2和x3)，可以任用其中一组变量如（x2，x3）作为状态变量。

1
32

3
2 x

cc
c

x


 1
32

2
3 x

cc
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x
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令初始条件为零，对线性定常系统的动态方程进行拉氏变换，可以得到
1

1

( ) ( ) ( )

( ) [ ( ) ] ( )

X s sI A BU s

Y s C sI A B D U s





 

  

系统的传递函数矩阵（简称传递矩阵）定义为 DBAsICsG  1)()(

例1-2 已知系统动态方程为
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试求系统的传递函数矩阵。

解 已知
0,

10
01

,
10
01

,
20

10





























 DCBA

故





































2
1

0

)2(
11

20
1

)(
1

1

s

sss
s

s
AsI



























































 

2
1

0

)2(
11

10
01

2
1

0

)2(
11

10
01

)( 1

s

sss

s

sssBAsI

1.3 系统的传递函数矩阵
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1.4 .1 由物理模型建动态方程
根据系统物理模型建立动态方程

1.4 线性定常系统动态方程的建立

RLC 电路
例1-3 试列写如图所示RLC的电路方程，选择几组状态变量并建立相应的动态方程，并

就所选状态变量间的关系进行讨论。

解 有明确物理意义的常用变量主要有：电流、电阻器电压、电容器的电压与电荷、电
感器的电压与磁通。根据独立性要求，电阻器的电压与电流、电容器的电压与电荷、
电感器的电流与磁通这三组变量不能选作为系统的状态。

根据回路电压定律 eidt
Cdt

di
LRi  

1

电路输出量 y 为
1

cy e id t
C

  
1) 设状态变量为电感器电流和电容器电压，即 则状态方程为ix 1  idt

C
x

1
2

e
L

x
L

x
L
R

x
11

211 
12

1
x

C
x 

输出方程为 2xy 
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其向量-矩阵形式为
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简记为

cxy
beAxx




式中，  10,
0

1
,

0
1

1

,,
2

1

2

1 





























 


















 cLb

C

LC
R

A
x
x

x
x
x

x





2)设状态变量为电容器电流和电荷，即 则有 idtxix 21 ,
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3)设状态变量 （ 无明确意义的物理量），可以推
出

  idt
C

xRiidt
C

x
1

,
1

21 1x

)()(
1

12121 ex
L
R

xx
RCdt

di
Rxx  

2

212 )(
11

xy

xx
RC

i
C

x







15

首页
首页首页 退出

退出退出跳转
跳转跳转

其向量-矩阵形式为
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可见对同一系统，状态变量的选择不具有唯一性，动态方程也不是唯一的。

例1-4 由质量块、弹簧、阻尼器组成的双输入三输出机械位移系统如图所示，具有力F
和阻尼器气缸速度V 两种外作用，输出量为质量块的位移，速度和加速度。试列写该
系统的动态方程。 分别为质量、弹簧刚度、阻尼系数；x为质量块位移。

双输入－三输出机械位移系统

解 根据牛顿力学可知，系统所受外力F与惯性力
m 、阻尼力f( －V )和弹簧恢复力 构成平
衡关系，系统微分方程如下:

这是一个二阶系统，若已知质量块的初始
位移和初始速度，系统在输入作用下的解便可
唯一确定，故选择质量块的位移和速度作为状
态变量。设 。由题意知系统有
三个输出量，设

x x kx

FkxVxfxm  )( 

fk,m,

xxxx  21 ,
xyxxyxxy   32211 ,,
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于是由系统微分方程可以导出系统状态方程
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其向量-矩阵形式为
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1.4.2 由高阶微分方程建动态方程
1) 微分方程不含输入量的导数项 ： uyayayayay n

n
n

n
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得到动态方程
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式中

 

1

2

1

0 1 2 1 0

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

, , , 1 0 0
0 0 0 1 0n

n n

x
x

x A b c
x
x a a a a 




     
     
     
        
     
     
             




      



系统的状态变量图

2) 微分方程输入量中含有导数项 ：
ubububuyayayay n

n
nn

n
n

01
)1(

1
)(

01
)1(

1
)(  




 
一般输入导数项的次数小于或等于系统的阶数n。首先研究情况，为了避免在状态

方程中出现输入导数项，可按如下规则选择一组状态变量，设

例例11－－55
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其展开式为
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式中， 是n个待定常数。是n个。110 ,,, nhhh 

由上式的第一个方程可得输出方程是n
个。

uhxy 01 
其余（n－１）个状态方程如下 n个。
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由展开式将 均以 及 u 的各阶导数表示，经整理可得yyy n ,,,)1( 
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令上式中 u 的各阶导数的系数为零，可确定各 h 值
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则系统的动态方程为
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若输入量中仅含ｍ次导数且 ，可将高于ｍ次导数项的系数置0，仍可应用上述公
式。

nm 

1.4 .3 由系统传递函数建立动态方程
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应用综合除法有
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式中， 是直接联系输入、输出量的前馈系数，当G(s)的分母次数大于分子次数

时， ， 是严格有理真分式，其分子各次项的系数分别为
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下面介绍由 导出几种标准型动态方程的方法：

1） 串联分解 如图，取z为中间变量，将 分解为相串联的两部分，有
)(
)(

sD
sN

)(
)(

sD
sN

zzzy

uzazazaz
n

n

n
n

n

01
)1

1

01
)1

1
)(

 













＋

＋
（

（

选取状态变量 )1(
21 ,,,  n

n zxzxzx 

)(
)(

sD
sN



21

首页
首页首页 退出

退出退出跳转
跳转跳转

则状态方程为 1 2

2 3
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输出方程为 nn xxxy 12110   

其向量-矩阵形式
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式中，
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当 具有以上形状时， 阵称为友矩阵，相应的状态方程则称为可控标准型。bA和 A
0121  n  时， 的形式不变，bA和  000 c
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当 时， 不变，
)(
)(

)(
sD
sN

bsG n  cbA ,, ubcxy n

当 时，若按下式选取状态变量0nb T
oc AA  T

oc cb  T
oc bc 

式中，T为转置符号，则有
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注意 的形状特征。若动态方程中的 具有这种形式，则称为可观测标准型。
自行证明：可控标准型和可观测标准型是同一传递函数的不同实现。
可控标准型和可观测标准型的状态变量图如图 ：

cA, cA,

（对偶关系 ）

可控标准型状态变量图 可观测标准型状态变量图
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例1-6 设二阶系统微分方程为 ，试列写可控标准型、
可观测标准型动态方程，并分别确定状态变量与输入，输出量的关系。

解 系统的传递函数为
212 2

1
)(
)(

)(
 


 nss

Ts
sU
sY

sG 212 2
1

)(
)(

)(
 


 nss

Ts
sU
sY

sG

于是，可控标准型动态方程的各矩阵为
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c
c x

x
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2cA 









1
0

cb  Tcc 1

由G(s)串联分解并引入中间变量z有 22z z z u
y Tz z

   
 

 


对y求导并考虑上述关系式，则有 TuTzzTzzTy  2)21(  

令 可导出状态变量与输入，输出量的关系；,1 zxc  ,2 zxc 

)21()(

)21(])21([
222

2

222
1

TTTuTyyx

TTuTyyTx

c
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可观测标准型动态方程中各矩阵为

22y y y Tu u      
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x
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状态变量与输入，输出量的关系为 1 22o ox y y Tu x y   
该系统的可控标准型与可观测标准型的状态变量图 ：

（a）可控标准型实现 （b）可观测标准型实现

2） 只含单实极点时的情况 当 只含单实极点时，动态方程除了可化为可

控标准型或可观测标准型以外，还可化为对角型动态方程，其A阵是一个对角阵。设
D(s)可分解为 D(s)=

式中， 为系统的单实极点，则传递函数可展成部分分式之和

)(
)(

sD
sN

)(
)(

sD
sN

)())(( 21 nsss   

n ,,, 21 

1

( ) ( )
( ) ( )

n
i

i i

cY s N s
U s D s s 

 




25

首页
首页首页 退出

退出退出跳转
跳转跳转

而 ，为 在极点 处的留数，且有Y(s)= U(s)
i

ii s
s

sD
sN

c












 )(

)(
)(

)(
)(

sD
sN

i 
 

n

i i

i

s
c

1 

若令状态变量

其反变换结果为

)(
1

)( sU
s

sX
i

i 
 ni ,,2,1 

1

( ) ( ) ( )

( ) ( )

i i i

n

i i

i

x t x t u t

y t c x t





 




展开得 1 1 1

2 2 2

1 1 2 2

n n n

n n

x x u
x x u

x x u

y c x c x c x






 
 

 

   









其向量-矩阵形式为 （其状态变量如图(a)所示 ）

1 1 1

2 2 3

0 1
1

0 1n n n

x x
x x

u

x x
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若令状态变量

则 Y(s)=

)()( sU
s

c
sX

i

i
i 






n

i
i sX

1

)(

进行反变换并展开有

1 1 1 1

2 2 2 2

1 2

n n n n

n

x x c u

x x c u

x x c u

y x x x






 
 

 

   










其向量-矩阵形式为

1 1 1 1

2 2 3 2

0

0n n n n

x x c
x x c

u

x x c






       
       
        
       
       
              




   


 

1

31 1 1

n

x
x

y
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其状态变量图如图(b)所示 ，两者存在对偶关系
对角型动态方程状态变量图 如下：



27

首页
首页首页 退出

退出退出跳转
跳转跳转

（a） （b）
对角型动态方程状态变量图

3） 含重实极点时的情况 当传递函数除含单实极点之外还含有重实极点时，不

仅可化为可控标准型或可观测标准型，还可化为约当标准型动态方程，其A阵是一个含
约当块的矩阵。设D(s)可分解为 D(s)=

式中 为三重实极点， 为单实极点，则传递函数可展成为下列部分分式之
和：

)(
)(

sD
sN

)()()( 4
3

1 nsss   

1 n ,,4 

1311 12
3 2

11 1 1

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

n
i

i i

c cY s N s c c
U s D s s s s s   
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其状态变量的选取方法与之含单实极点时相同，可分别得出向量-矩阵形式的动态方程：

11 111

12 121

13 131

44 4

1 0
1 0 0

1
1

0
1nn n

x x
x x
x x

u
x x

x x









      
      
      
      

       
      
      
      

           







  


 11 12 13 4 ny c c c c c x 
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u
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其对应的状态变量图如图（a），（b）所示。上面两式也存在对偶关系。

约当型动态方程状态变量图约当型动态方程状态变量图
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1.4 .4 由差分方程和脉冲传递函数建立离散动态方程
单输入-单输出线性定常离散系统差分方程的一般形式为：

)()1()1()(

)()1()1()(

011

011

kubkubnkubnkub

kyakyankyanky

nn

n













两端取z变换并整理得
1 1

1 1 0 1 1 0
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nn n n n
n n

b z b z b z b z zY z
G z b

U z z a z a z a z a z a z a
   

 
 

 

      
   

       
 
 

G(z) 称 为 脉 冲 传 递 函 数 ， 利 用 z 变 换 关 系
和 ，可以得到动态方程为：

)()]([1 kxzX ii  )1()]([1   kxzzX ii
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( ) 0( 1) 0 1 0 0
( ) 0( 1) 0 0 1 0

( )
( ) 0( 1) 0 0 0 1

1( 1) ( )

( ) ( ) ( )

nn

n n n

n n

x kx k
x kx k

u k
x kx k

x k a a a a x k

y k x k b u k  







       
             
       
             
                

 




     





简记为
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kdukcxky
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1.4 .5 由传递函数矩阵建动态方程 （传递函数矩阵的实现）
给定一传递函数矩阵G(s)，若有一系统（A，B，C，D）能使
成立，则称系统（A，B，C，D）是G(s)的一个实现。这里仅限于单输入-多输出
和多输入-单输出系统。

1) SIMO系统的实现：

1( ) ( )C sI A B D G s  

单输入－多输出系统结构图

1）系统可看作由q个独立子系统组成，传递矩阵为：
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式中，d为常数向量； 为不可约分的严格有理真分式（即分母阶次大于分子
阶次）函数。通常 , , 的特性并不相同，具有不同的分母，设最
小公分母为：

),,2,1)((ˆ qisGi 
)(̂1 sG )(2̂ sG )(ˆ, sGq

01
1

1)( asasassD n
n

n  
 

的一般形式为)(̂sG

1
1, 1 11 10

1
2, 1 21 20

1
, 1 1 0

1
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n
n

n
n

n
q n q q

s s

s s
G s

D s

s s

  

  

  










   
 

     
 
    









将 作串联分解并引入中间变量Z，令

若将A阵写为友矩阵，便可得到可控标准型实现的状态方程：

)(̂sG )1(
21 ,,,),()()(  n

n zxzxzxsDsUsZ 

1

2

1

0 1 2 1

00 1 0 0
00 0 1 0

00 0 0 1
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每个子系统的输出方程 ：
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每个子系统的输出方程 ：
1 1 110 11 1, 1

2 20 21 2, 1 2 2

0 1 , 1

n

n

q q q nq q q

y x d
y x d

y u Cx du

y x d

  
  

  







      
      
          
      
      

            




     


可以看到，单输入，q维输出系统的输入矩阵为q维列向量，输出矩阵为（q n）矩
阵，故不存在其对偶形式，即不存在可观测标准型实现。

2) MISO系统的实现:



多输入－单输出系统结构图

系统由p个独立子系统组成，系统输出由子系统输出合成为 ：
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式中
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同理设 , , 的最小公分母为D（s），则)(̂1 sG )(2̂ sG )(ˆ, sGq

   011,1011
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1,121 )(
1

)( ppnp
n

np ssss
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dddsG   


 

若将A阵写成友矩阵的转置形式，便可得到可观测标准型实现的动态方程 ：
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可见，p维输入，单输入系统的输入矩阵为（n p）矩阵输出矩阵为一行矩阵，故
不存在其对偶形式，即不存在可控标准型实现。
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sG例1-7 已知单输入-多输出系统的传递函数矩阵为 ，求其传递
矩阵的可控标准型实现及对角型实现。

例1-7 已知单输入-多输出系统的传递函数矩阵为 ，求其传递
矩阵的可控标准型实现及对角型实现。

解 由于系统是单输入，多输出的，故输入矩阵只有一列，输出矩阵有两行。将 化为
严格有理真分式
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(s)Ĝ 各元素的最小公分母D（s）为 2)1)(s(sD(s) 
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则可控标准型动态方程为 ：
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由 可确定系统极点为-1，-2，它们构成对角形状态矩阵的元素。鉴于输入矩
阵只有一列，这里不能选取极点的留数来构成输入矩阵，而只能取元素全为1的输入
矩阵。于是，对角型实现的状态方程为 ：

( ) 0D s 

1

2

1 0 1
0 2 1

x
x Ax bu u

x
     

           


其输出矩阵由极点对应的留数组成， 在-1，-2处的留数分别为：(s)Ĝ
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故其输出方程为

  duxccduCxy  21
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本章作业：8－3，8－4，8－5，8－7
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第二章 线性系统的运动分析

 2.1 线性定常连续系统的自由运动

 2.2 状态转移矩阵的性质

 2.3 线性定常连续系统的受控运动

 2.4 线性定常离散系统的分析

 2.5 连续系统的离散化
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在控制u=0情况下，线性定常系统由初始条件引起的运动称为线性定常系统的自由

运动，可由齐次状态方程描述 ：

齐次状态方程求解方法：幂级数法、拉普拉斯变换法和凯莱－哈密顿定理法。

1) 幂级数法:设齐次方程的解是t的向量幂级数

式中， 都是n维向量，且 ，求导并考虑状态方程，得

2.1 线性定常连续系统的自由运动

)()( tAxtx 

  k
k tbtbtbbtx 2

210)(

 ,,,,, 10 kbbbx 0)0( bx 

)(2)( 2
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21    k
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等号两边对应的系数相等，有
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故 2 21 1
( ) ( ) (0)

2 !
k kx t I At A t A t x

k
      

定义 2 2

0

1 1 1
2 ! !

At k k k k

k

e I At A t A t A t
k k





       

则 )0()( xetx At
称为矩阵指数函数，简称矩阵指数 ,又称为状态转移矩阵，记为 ：

求解齐次状态方程的问题，核心就是计算状态转移矩阵的问题 。

2) 拉普拉斯变换法：

Ate ( ) Att e 

)()( tAxtx 对 进行拉氏变换，有： 进行拉氏反变换，有：

与 相比有：

它是 的闭合形式。

)0()()( 1 xAsIsX 
  )0()(L)( 11 xAsItx   )0()( xetx At 1 1=L ( )Ate sI A   Ate

例 2-1 设系统状态方程为 ，试用拉氏变换求解。
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状态方程的解为 :
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3) 凯莱－哈密顿定理
矩阵A满足它自己的特征方程。即若设n阶矩阵A的特征多项式为

  01
1

1)( aaaAIf n
n

n  
  

则有 : 0)( 01
1

1  
 IaAaAaAAf n

n
n 
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从该定理还可导出以下两个推论：
推论1 矩阵A的 次幂，可表为A的（n-1）阶多项式 ：)( nkk  m

n

m
m

k AA 





1

0


)( nk 

推论2 矩阵指数 可表为A的（n-1）阶多项式，
即：

且各作为时间的函数是线性无关的。

Ate
1

0

( )
n

At m
m

m

e t A






在式推论1中用A的特征值替代A后等式仍能满足：
1

0
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k
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利用上式和k个就可以确定待定系数 ：

1) 若 互不相等 ：

可写出各所构成的n元一次方程组为 ：
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求解上式，可求得系数 ， ，… ，它们都是时间t的函数，将其代入推论2
式后即可得出 。

0 1 1k Ate

例2-2 已知 ，求 。
3 1

2 2
A

 
   

Ate

解 首先求A的特征值：

0I A  
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4 4

4 4

1 2 1 1
3 3 3 3
2 2 2 1
3 3 3 3

t t t t

At

t t t t

e e e e
e

e e e e

   

   

   
  
    

2) 若矩阵 A 的特征值是 m 阶的：
则求解各系数的方程组的前m个方程可以写成：

1 1
0 1 1 1 1

t k
ke       
   

1

1

2
1 2 1 1 1

1
2

1 1 1 1 1 11

2 ( 1)

( 1)! ( 1)!
( 1)! !

2! ( )!

t k
k

m
t k m

m m m km

d
e k

d

d m k
e m m

d k m



 



 

    


      










  


    

 
     









其它由 组成的（k - m）个方程仍与第一种情况相同，它
们上式联立即可解出各待定系数。

( 1, 2, , 1)i i k m   
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例2-3 已知 ，求 。
2 0
1 2

A
 

    

Ate

解 先求矩阵 A 的特征值，由得： 2 0
0

1 2
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状态转移矩阵 具有如下运算性质：)(t

I)0(1)

( ) ( ) ( )t A t t A    2)

)()()()()( 122121 tttttt 3)

1 1( ) ( ), ( ) ( )t t t t       － －4)

表明 与 可交换，且( )A t ( )t A A )0(

在式 3）中，令 便可证明；表明 可分解为
的乘积，且 是可交换的。

21 ttt  )( 21 tt  )()( 21 tt  与
)()( 21 tt  与

Itttttt  )0()()()()()(
)(t

1( ) ( ) (0), (0) ( ) ( ) ( ) ( )x t t x x t x t t x t     

证明:由性质3）有

根据 的这一性质，

对于线性定常系统，显然有
5) )()()(

1122
txtttx 

)()()()()0(),0()()(
1111

1

11
txttxtxxttx  

)()()()()()0()()(
11211222

txtttxttxttx 

)(
1

tx )(
2

tx )(
12

tt 

证明 ：由于

则

即由 转移至 的状态转移矩阵为
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)(
02

tt  )(
12

tt  )(
01

tt 6)

)()()(
0022

txtttx  )()()(
0011

txtttx 
)()()(

1122
txtttx  )(

12
tt )(

01
tt  )(

0
tx )(

02
tt  )(

0
tx

证明：由 和

得到

)()]([ ktt k 
)()()]([ )( kteeet ktAkAtkAtk  ＝

BAAB  AtBtBtAttBA eeeee  )(

7 )

8) 若 ，则

证明：
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t
22

22
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)( At),(1例2-4 已知状态转移矩阵为 ，试求 。

解：根据状态转移矩阵的运算性质有
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9) 若 1A P AP － ，则 1 1( ) ( )At Att e P e P P t P    － －
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线性定常系统的受控运动: 线性定常系统在控制作用下的运动，数学描述为：
)()()( tButAxtx 

主要有如下两种解法：

)())()(( tBuetAxtxe AtAt  1) 积分法 由上式

由于 ( ( )) ( ) ( ) [ ( ) ( )]At At At Atd
e x t Ae x t e x t e x t Ax t

dt
        

积分后有
0

( ) (0) ( )
t

At Ae x t x e Bu t d    
( )

0 0
( ) (0) ( ) ( ) (0) ( ) ( )

t t
At A tx t e x e Bu t d t x t Bu t d           即

式中，第一项为零输入响应；第二项是零状态响应。通过变量代换，上式又可表示为：

 dtBuxttx t )()()0()()(
0


若取 作为初始时刻，则有0

t

0

0 0

( ) ( )
0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t t
A t t A t

t t
x t e x t e Bu d t t x t t Bu d               
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2) 拉普拉斯变换法 将 式两端取拉氏变换，有

1 1

( ) (0) ( ) ( )

( ) ( ) (0) ( ) ( )

sX s x AX s BU s

X s sI A X sI A BU s 

  

   
进行拉氏反变换有 )]()[()0()()( 1111 sBUAsILxAsILtx  

例2-5 设系统状态方程为 u
x
x

x
x




































1
0

32
10

2

1

2

1




1 2(0) [ (0) (0)]Tx x x

( ) 1( )u t t

且

试求在 作用下状态方程的解。

( ) 1( )u t t ( ) 1u t  
 Bdxttx t

 
0

)()0()()(

解 由于

前面已求得
2 2

2 2

2
( )

2 2 2

t t t t

t t t t

e e e e
t

e e e e


   

   

  
      

22 2

20 0
22

0

1 1 1
( ) 2 2 2

2

t

t t
t t

t t

e ee e e e
d d

e e e ee e

  

 
 

  
    

 
  

                        
 

－ ＋
＝

)()()( tButAxtx 
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22 2
1 1

2 2
22 2

1 1( ) (0)2
( ) 2 2

( ) (0)2 2 2

t tt t t t

t t t t
t t

x t x e ee e e e
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1)递推法(线性定常系统)

重写系统的动态方程如下： ( 1) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x k x k G u k
y k C x k D u k

  
 

令状态方程中的k=0，1，… ，k-1，可得到T，2T，… ，kT 时刻的状态，即：

k=0:

k=2:

k=1:

k=k-1:

于是，系统解为:

(1) ( ) (0) ( ) (0)x T x G T u  
2(2) ( ) (1) ( ) (1) ( ) (0) ( ) ( ) (0) ( ) (1)x T x G T u T x T G T u G T u      

)2()()2()()3( uTGxTx 
)2()()1()()()0()()()0()( 23 uTGuTGTuTGTxT 

1
1

0

( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) (0) ( ) ( ) ( )
k

k k i

i

x k T x k G T u k T x T G T u i


 



        
1

1

0

( ) ( ) ( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( )
k

k k i

i

y k Cx k Dx k C T x C T G T u i Du k


 



      
1

1

0

1
1

0

( ) (0 ) ( )

( ) (0 ) ( ) ( )

k
k k i

i

k
k k i

i

x k x G u i

y k C x C G u i D u k
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2.5.1 线性定常连续系统的离散化

x Ax Bu  )( 0tx已知线性定常连续系统状态方程 在 及 作用下的解为: tu

 dButtxtttx t
t )(),()(),()(

000  

kTt 0
)()()( 0 kxkxtx   Tkt )1( 

)1(])1[()(  kxTkxtx

令 ，则 ；令

则

并假定在 区间内， ，于是其解化为 1,  kkt     常数 ktutu

)(.],)1[()(],)1[()1( )1( kuBdTkkxkTTkkx Tk
kT  



( 1)
( ) [( 1) , ]

k T

kT
G T k T Bd 


  

0
( ) ( )

T
G T Bd   

)()()()()1( kuTGkxTkx 

)(T )(t ( ) ( ) |t TT t   

若记

变量代换得到

故离散化状态方程为

式中， 与连续状态转移矩阵 的关系为
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2.5.2 非线性时变系统的离散化及分析方法

1
( ) [ ( 1) ( )]x k x k x k

T
  

( 1) ( ) [ ( ), ( )]x k x k Tf x k u k  

对于非线性时变系统，常采用近似的离散化处理方法。当采样周期T足够小时，按导数

定义有

代入（8-5a）得到离散化状态方程

对于非线性时变系统，一般都是先离散化，然后再用递推计算求数值解的方法进行系
统的运动分析。

本章作业：8－8，8－9，8－11
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 3.1 李雅普诺夫稳定性概念

 3.2 李雅普诺夫稳定性间接判别法

 3.3 李雅普诺夫稳定性直接判别法

 3.4 线性定常系统的李雅普诺夫稳定性分析

第三章 控制系统的李雅普诺夫稳定性分析
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如果对于所有t，满足 的状态 称为平衡状态（平衡
点）。

( , ) 0e ex f x t 
ex

0x 

1) 平衡状态:

3.1 李雅普诺夫稳定性概念

平衡状态的各分量不再随时间变化；若已知状态方程，令
所求得的解 x ,便是平衡状态。

（1）只有状态稳定，输出必然稳定；

（2）稳定性与输入无关。

2) 李雅普诺夫稳定性定义：

如果对于任意小的  > 0，均存在一个 ，当初始状态满足

时，系统运动轨迹满足lim ，则称该平衡状态xe 是李雅普诺夫意义

下稳定的，简称是稳定的。

表示状态空间中x0点至xe点之间的距离，其数学表达式为：

0),( 0 t  exx0

 extxtx ),;( 00

exx 0

2
0

2
1100 )()( nenee xxxxxx  

3) 一致稳定性：

通常δ与、t0 都有关。如果δ与t0 无关，则称平衡状态是一致稳定的。定常系统的
δ与t0 无关，因此定常系统如果稳定，则一定是一致稳定的。
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4）渐近稳定性：

系统的平衡状态不仅具有李雅普若夫意义下的稳定性，且有：





t

extxtx 0),;(lim 00

称此平衡状态是渐近稳定的。

5）大范围稳定性：

当初始条件扩展至整个状态空间，且具有稳定性时，称此平衡状态是大范围稳定的，
或全局稳定的。

此时 。, ( ) ,S x      
6）不稳定性 ：

不论δ取得得多么小，只要在 内有一条从x0 出发的轨迹跨出 ，则称此平
衡状态是不稳定的。

( )S ( )S 

注意：按李雅普诺夫意义下的稳定性定义，当系统作不衰减的振荡运动时则认为是稳定
的，同经典控制理论中的稳定性定义是有差异的。经典控制理论的稳定是李雅普诺夫意义
下的一致渐近稳定。
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稳定性定义的平面几何表示

 设系统初始状态 x0 位于平衡状态 xe 为球心、半径为δ的闭球域

内，如果系统稳定，则状态方程的解在的过程中，都位于以 xe 为球

心，半径为ε的闭球域内。

（a）李雅普诺夫意义下的稳定性 （b）渐近稳定性 （c）不稳定性
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跳转跳转3.2 李雅普诺夫稳定性间接判别法

李雅普诺夫第一法（间接法） 是利用状态方程解的特性来判断系统稳定性的方

法，它适用于线性定常、线性时变及可线性化的非线性系统。

线性定常系统的特征值判据 系统 渐近稳定的充要条件是：系统矩阵A

的全部特征值位于复平面左半部，即

证明：(略)

Axx 

0)Re(  i ni ,,1 
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李雅普诺夫第二法（直接法）基本原理 ：根据物理学原理，若系统贮存的能量（含

动能与位能）随时间推移而衰减，系统迟早会到达平衡状态。

实际系统的能量函数表达式相当难找，因此李雅普诺夫引入了广义能量函数，称之为

李雅普诺夫函数。它与 及t 有关，是一个标量函数，记以 ；若不显

含t ，则记以 。

考虑到能量总大于零，故为正定函数。能量衰减特性用 或 表示。

实践表明，对于大多数系统，可先尝试用二次型函数 作为李雅普诺夫函数。

3.3 李雅普诺夫稳定性直接判别法

nxx ,,1  ( , )V x t

( )V x
( , )V x t ( )V x

Pxx T
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3.3.1 标量函数定号性

正定性：标量函数 在域S中对所有非零状态 有 且 ，则

称 均在域S内正定。如 是正定的。

负定性：标量函数 在域S中对所有非零x有 且 ，则称 在

域S内负定。如 是负定的。

如果 是负定的，则 一定是正定的。

负（正）半定性： ，且 在域S内某些状态处有 ，而其它状态处

均有 （ ），则称 在域S内负（正）半定。

设 为负半定，则 为正半定。如 为正半定

不定性: 在域S内可正可负，则称 不定。如 是不定的。

( )V x )0( x 0)( xV 0)0( V
2
2

2
1)( xxxV 

( )V x 0)( xV 0)0( V ( )V x
)()( 2

2
2
1 xxxV 

( )V x

( )V x ( )V x

0)0( V ( )V x 0)( xV
0)( xV 0)( xV ( )V x

( )V x ( )V x 2
21 )2()( xxxV 

( )V x ( )V x 21)( xxxV 

二次型函数 是一类重要的标量函数，记

 

































nnnn

n

n
T

x

x

pp

pp
xxPxxxV 







1

1

111

1)(

其中，P 为对称矩阵，有 。jiij pp 
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当的各顺序主子行列式均大于零时 ，即 0,,0,0

1

111

2221

1211
11 

nnn

n

pp

pp

pp
pp

p







则 正定，且称 P为正定矩阵。当 P的各顺序主子行列式负、正相间时，即( )V x

0)1(,,0,0

1

111

2221

1211
11 

nnn

n
n

pp

pp

pp
pp

p







则 负定，且称 P为负定矩阵。若主子行列式含有等于零的情况，则 为正半定或

负半定。不属以上所有情况的 不定。

( )V x ( )V x

( )V x
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设系统状态方程为 ，其平衡状态满足 ,不失一般性地把
状态空间原点作为平衡状态,并设在原点邻域存在 对 x 的连续一阶偏导数。

3.3.2 李雅普诺夫第二法诸稳定性定理

),( txfx  0),0( tf
( , )V x t

( , )V x t ( , )V x t

( , )V x t
定理1 若（1） 正定，

（2）
负定；则原点是渐近稳定

的。
负定表示能量随时间连续单调地衰减，故与渐近稳定性定义叙述一致。
( , )V x t ( , )V x t定理2 若（1） 正定；（2） 负半定，且在非零状态不恒为零；则原点是渐近

稳定的。

( , )V x t ( , ) 0V x t  ),;(
00

txtx
0),( txV

负半定表示在非零状态存在 ，但在从初态出发的轨迹 上，不存在
的情况，于是系统将继续运行至原点。状态轨迹仅是经历能量不变的状态，而不

会维持在该状态。
( , )V x t ( , )V x t

0),( txV

定理3 若（1） 正定；（2） 负半定，且在非零状态恒为零；则原点是李雅普

，表示系统能维持等能量水平运行，使系统维持在非零状态沿状态轨迹能维持
诺夫意义下稳定的。

而不运行至原点。
( , )V x t ( , )V x t

( , )V x t

( , )V x t ( , )V x t

定理4 若（1） 正定；（2） 正定；则原点是不稳定的。
正定表示能量函数随时间增大，故状态轨迹在原点邻域发散。

正定，当 正半定，且在非零状态不恒为零时，则原点不稳参考定理2可推论：
定。
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注意：李雅普诺夫第二法诸稳定性定理所述条件都是充分条件。

( , )V x t ( , )V x t
( , )V x t

]),,;([
00

ttxtxV 0),( txV
0x 0),( txV

0),( txV

具体分析时，先构造一个李雅普诺夫函数 ，通常选二次型函数，求其导数
再将状态方程代入，最后根据

是否有恒为零：令
将状态方程代入，若能导出非零解，表示对 ，
若导出的是全零解，表示只有原点满足 的条件。

的定号性判别稳定性。

的条件是成立的；

)( 2

2

2

1121
xxxxx  )( 2

2

2

1212
xxxxx 

0
1
x 0

2
x 0

2
x 0

1
x

)()( 2

2

2

1
xxxV 

2211
22)( xxxxxV  

)(2)( 2

2

2

1
xxxV 

( , )V x t

( , )V x t

例3-1 试用李雅普诺夫第二法判断下列非线性系统的稳定性。

解 令 及 ，可以解得原点（ ）是系统的唯一平衡状态。

，则

将状态方程代入有
显然 负定，根据定理1，原点是渐近稳定的。鉴于只有一个平衡状态，该非线性

与t 无关，系统大范围一致渐近稳定。

取李雅普诺夫函数为

系统是大范围渐近稳定的。因

判断在非零状态下
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21
xx 

212
xxx 

0
21
 xx  2

2

2

1
2)( xxxV  )(2)(

212
xxxxV 

0
21
 xx 0)( xV 0

12
xx 0)( xV

)(xV ( , )V x t
2

2

2

1
)( xxxV  2

2
2)( xxV  0

2
x 0

1
x

0)( xV 0)( xV )(xV

例3-2 试判断下列线性系统平衡状态的稳定性。
，

解 令 得知原点是唯一的平衡状态。选 则

当 时， ；当 时，

故 不定，不能对稳定性作出判断，应重选

选 ，则考虑状态方程后得 对于非零状态（如

）存在 ，对于其余非零状态， ，故

根据定理2，原点是渐近稳定的，且是大范围一致渐近稳定。

负半定。

)0(
21

 kkxx 12
xx 

0
21
 xx  2

2

2

1
)( kxxxV 
022)(

1221
 xkxxkxxV

0)( xV

例3-3 试判断下列线性系统平衡状态的稳定性。

，

解 由 可知原点是唯一平衡状态。选 ，考虑状态方程则有

对所有状态， ，故系统是李雅普诺夫意义下稳定的。
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21
xx 

212
xxx 

2

2

2

1
)( xxxV  2

2
2)( xxV  )(xV 1

x
0,0

21
 xx 0)( xV

0)( xV )(xV

例3-4 试判断下列线性系统平衡状态的稳定性。

解 原点是唯一平衡状态。选 ，则 ， 与
故存在非零状态（如 使

而对其余任意状态有 ，故
根据定理4的推论，系统不稳定。

无关，
)

正半定。

1 2 1z z  2 1 2 2z z z   
解 1 1 1z z  是系统的唯一平衡状态，方程中的常数项可以看作是阶跃输入作用的

1 1 1x z 

，

2 2 1x z 
得到 21 xx  212 xxx 
原状态方程在 Z 状态空间（1，1）处稳定性判别问题就变成变换后状态方程在 X

2
2

2
1)( kxxxV  对其求导考虑状态方程得到 2

2
2
2

2
1 22)( xxxxV 

系统原点是大范围一致渐近稳定的，因而原系统在平衡状态（1，1）处是大

结果。作坐标变换

选
状态空间原点处稳定性的判别问题。

围一致渐近稳定的。

注意：一般不能用李雅普诺夫函数去直接判别非原点的平衡状态稳定性。

例3-5 试判断下列线性系统平衡状态的稳定性。
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例3-6 试判断下列非线性系统平衡状态的稳定性。
2x ax x 

解 这实际上是一个可线性化的非线性系统的典型例子。令 0x
得知系统有两个平衡状态， 0x  和 x a 
对位于原点的平衡状态，选 2( )V x x 2 3 2( ) 2 2 2 ( )V x ax x x a x   

于是，当 0a  时，系统在原点处的平衡状态是局部( )x a

根据定理4，当 0a  时原点显然是不稳定的

0a 时原点也是不稳定的 0)(,0  xVx 

从状态方程直接看出。

x a ，作坐标变换 z x a  ，得到新的状态方程
2z az z 

因此，通过与原状态方程对比可以断定：对于原系统在状态空间 x a 

处的平衡状态，当 0a  时是局部一致渐近稳定的；当 0a  时是不稳定的，

0a  时也是不稳定的。

一致渐近稳定的。

或系统发散，也可以当

对于平衡状态

当

有
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3.4.1 连续系统渐近稳定的判别

设系统状态方程为 Axx  ， A
平衡状态。可以取下列正定二次型函数 作为李雅普诺夫函数 PxxxV T)(

xAPPAxxPxPxxxV TTTT )()(  

QAPPAT 
( ) TV x x Q x 

根据定理1，只要 Q 正定（即 )(xV 负定）则系统是大范围一致渐近稳定的。于是线性

P，存在满足 式的

Q

为非奇异矩阵，故原点是唯一

求导并考虑状态方程

令

得到

定常连续系统渐近稳定的判定条件可表示为：给定一正定矩阵

正定矩阵 。

( )V x

(#)

(#)

先指定正定的 Q 阵，然后验证 P 阵是否正定。注：

(×)
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定理5 （证明从略）系统 x Ax 渐近稳定的充要条件为：给定正定实对称矩阵 Q
正定实对称矩阵P 使 式成立。

，存在

该定理为系统的渐近稳定性判断带来实用上的极大方便。
(×)

-

x1(s)=y(s)x3(s)u(s) x2(s)

K例3-7 试用李雅普诺夫方程确定使图所示系统渐近稳定的 值范围。

1
k

s 
1

2s 
1
s

例3-7 系统框图

解 由图示状态变量列写状态方程 u
K

x
K

x


































 0

0

10
120
010



稳定性与输入无关，可令 0u 。由于 0det  KA ，A非奇异，原点为唯一的平衡状

Q 为正半定矩阵态。取


















100
000
000

Q

则
2

3
)( xQxxxV T  ， )(xV 负半定。令 0)( xV ，有 0

3
x ，考虑状态方程中

313
xKxx  ，解得 0

1
x ；考虑到 21

xx  ，解得 0
2
x ，表明唯有原点存在 0)( xV
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令 QPAPAT 





























































































100
000
000

10
120
010

110
021

00

332313

232212

131211

332313

232212

131211

Kppp
ppp
ppp

ppp
ppp
pppK

展开的代数方程为6个，即

02
13
 Kp ， 02

121123
 ppKp ， 0

131233
 ppKp

042
2212
 pp ， 03

222313
 ppp ， 022

3323
 pp

解得
































K
K

K
K

K
K

K
K

K
K

K
K

K
KK

P

212
6

212
0

212212
3

212
6

0
212

6
1212
122

使P 正定的条件为：12 2 0K  及 0K  。故 0 6K  时，系统渐近稳定。由于是线性定

常系统，系统大范围一致渐近稳定。
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3.4.2 离散系统渐近稳定的判别

设系统状态方程为 )()1( kxkx  ，式中
)()()]([ kPxkxkxV T

以 )]([ kxV 代替 )(xV ，有 )]([)]1([)]([ kxVkxVkxV 

阵非奇异，原点

考虑状态方程，有

)(])[(
)()()1()1()]([

)()()1()1()]([

kxPPkx
kPxkxkPxkPxkx

kPxkxkPxkxkxV

TT

TT

TT









QPPT 

)()( kPxkxT 是系统的一个李雅普诺夫函数，于是

)()()]([ kQxkxkxV T
式称为李雅普诺夫代数方程。

定理7 系统 )()1( kxkx  渐近稳定的充要条件是：给定任一正定实对称矩阵 Q（常

Q I ），存在正定对称矩阵P，使 式成立。

令

取正定二次型函数

是平衡状态。

(#)

(#)

(#)
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本章作业：8－14，8－15
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４．１ 可控性和可观测性的概念

４．２ 线性定常系统的可控

４．３ 线性定常系统的可观测

４．４ 可控性,可观测性与传递函数矩阵的关

返

４．５ 连续系统离散化后的可控性与可观测
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§4.1 可控性和可观测性的概念

可控性

如果系统所有状态变量的运动都可以通过有限点的控制输入来使其由任意的初态达到任意
设定的终态，则称系统是可控的，更确切的说是状态可控的；
否则，就称系统是不完全可控的，简称为系统不可控。

可观性

如果系统所有的状态变量任意形式的运动均可由有限点的输出测量完全确定出来，则称系
统是可观测的，简称为系统可观测；反之，则称系统是不完全可观测的，简称为系统不可
观测。

可控性与可观测性的概念，是用状态空间描述系统引伸出来的新概念，在现代控制理

论中起着重要的作用。可控性、可观测性与稳定性是现代控制系统的三大基本特性。

第四章 线性系统的可控性和可观测性
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下面举几个例子直观地说明系统的可控性和可观测性。

上图所示的结构图，其中左图显见 1
x 受 u的控制，但 2

x 与 u 无关，故系统不可

y 1
x ，但 1

x 是受 2
x 影响的，y能间接获得 2

x

中图中的 1
x 、 2

x 均受 u 的控制，故系统可控，但 y 与 2
x

中的 1
x 、 2

x 均受u的控制，且在y中均能观测到 1
x 、 2

x 故系统是可控可观测的。

控。系统输出量 的信息，故系统是可观测的。

无关，故系统不可观测。又图

只有少数简单的系统可以从结构图或信号流图直接判别系统的可控性与可观测性，如

果系统结构、参数复杂，就只能借助于数学方法进行分析与研究，才能得到正确的结论。
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§4.2 线性定常系统的可控性

可控性分为状态可控性和输出可控性，若不特别指明，一般指状态可控性。状态可控

性只与状态方程有关，与输出方程无关。

§ 4.2.1离散系统的可控性
(1) 单输入离散系统

为导出系统可控性的条件，设单输入系统状态方程为

)()()1( kgukxkx 

)()0()(
1

0

1 iguxkx
k

i

ikk 






定义 ( ) (0)nx x n x   

其解为

由于 (0)x 和 ( )x n 取值都可以是任意的，因此 x 的取值也可以是任意的。
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1
1 [ ]nS g g g  记

称
1

S 为可控性矩阵。

n个方程中有 n 个未知数   )1(,,0 nuu 

1rank S n 0det
1
S 称为可控性判据。此为充要条件。

当rank S1＜n时，系统不可控，表示不存在能使任意 )0(x 转移至任意 )(nx 的控制。

(4---1)

或

则

1 1

( 1)
( 2 )

[ ( ) ( 0 ) ]

( 0 )

n

u n
u n

S x S x n x

u

 

 
     
 
 
 




1 2(0 ) (1) ( 1)

( 1)
( 2 )

(0 )

n n

n

x g u g u g u n

u n
u n

g g g

u

         

 
        
 
 






(4---2)

式(4---1)是一个非齐次线性方程组，
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从以上推导看出，状态可控性取决于和 ，当 )(ku 不受约束时，可控系统的状态转移

n个采样周期便可以完成，有时状态转移过程还可能少于n

上述过程不仅导出了单输入离散系统可控性条件，而且 还给出了求取控制指

g

过程至多以 个采样周期。

令的具体方法。

§ 4.2.1 多输入离散系统

设系统状态方程为 )()()1( kGukxkx 

 GGGS n 1

2

 

 

















 

)1(

)0(
)0( 21

nu

u
GGGx n 

可控性矩阵为

多输入线性定常散离系统状态可控的充分必要条件是

GrankrankS [
2
 nGG n   ]1 0det

22
TSS或

(4---1)
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2
S 的行数总小于列数，在列写

2
S 时，若能知道

2
S 的秩为n，便不必把

2
S

和列写出来。

n 阶行列式

多输入线性定常离散系统转移过程一般可少于 n 个采样周期。

例8-30 设单输入线性定常散离系统状态方程为

)(
1
0
1

)(
011
220

001
)1( kukxkx





































试判断可控性；若初始状态  Tx 012)0(  ，确定使 0)3( x 的控制序列

)0(u , )1(u , )2(u ；研究使 0)2( x 的可能性。

解 由题意知 )(
1
0
1

,
011
220

001
kug





































grankrankS [
1
 g ]2 g nrank 


















 3

311
220

111

故该系统可控。

0det
22
TSS

技巧：

便可确定可控性。（2）利用 计算一次

（1） 的其余列

都计算
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可按式（8-90）求出 )0(u , )1(u , )2(u

令k=0，1，2，可得状态序列

。为了避免矩阵求逆，下面用递推法来求。

)2(
1
0
1

)1(
1
2

1
)0(

3
2

1

4
12
2

)2()2()3(

)1(
1
0
1

)0(
1
2

1

0
6
2

)1()1()2(

)0(
1
0
1

1
2
2

)0()0()1(

uuuguxx

uuguxx

uguxx
































































































































































令 0)3( x ，即解下列方程组

























































4
12
2

)2(
)1(
)0(

113
022
111

u
u
u
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其系数矩阵即可控性矩阵S1，它的非奇异性可给出如下的解





























































































































8
11

5

4
12
2

0
2
1

1

2
1

1
2
1

2
1

2
1

2
1

4
12
2

113
022
111

)2(
)1(
)0(

1

u
u
u

若令 0)2( x ，即解下列方程组















































0
6
2

)1(
)0(

11
02
11

u
u

容易看出其系数矩阵的秩为2，但增广矩阵





















011
602
211

两个秩不等，方程组无解，意为不能在第二个采样周期内使给定初态转移至原点。若

的秩为3，

该两个秩相等时，便意味着可用两步完成状态转移。
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例8-31 输入线性定常离散系统的状态方程为 )()()1( kGukxkx 








































01
10
00

,
041
020
122

G

试判断可控性，设初始状态为  T2,0,1 ，研究使 0x(1) 的可能性。

解： GS [
2
 G ]2G























1014001
402010
422100

由前三列组成的矩阵的行列式不为零，故该系统可控，一定能求得控制使

0)0()0()1(  Guxx

给出 











































































 

)0(
)0(

32
2
1

0

21

)0(
)0(

01
10
00

231

0
2
1

0

120

)0()0(
2

1

2

11

u
u

u
u

Gux

系统从任意初态在三步内转移到原点。由

设初始状态为  T2,0,1
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由于




















32
2
1

0

21

rank 2

231

0
2
1

0

120
























 rank

可求得 1 2(0) 1, (0) 0u u  ，在一步内使该初态转移到原点。当初始状态为  2 1 2 3 T

亦然，只是 1)0(,0)0(
21

 uu 。但本例不能对任意初态，使之在一步内转移到原点。

时，

§ 4.2.1 连续系统的可控性

（1）单输入系统

],[
0 f

ttt ，如果存在无约束的分段连续控制函数 )(tu

从任意初态 )(
0

tx 转移至任意终态 )(
f

tx ，则称该系统是状态完全可控的，简称是可控的。

间间隔内

设状态方程为 buAxx 
)(

f
tx   f ff t

t

ttAttA dbuetxe
0

00 )()( )(

0

)( 
定义 )()(

0

)( 0 txetxx ttA

f

f 
终态解为

显然， x 的取值也是任意的。于是有  f ft

t

ttA dbuex
0

0 )()( 

，能使系统定义：在有限时
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利用凯莱-哈密顿定理的推论 Ae m
n

m
m

A)(
1

0






有    








1

0
0

1

0
)()()()(

0

n

m

t

m

mmt

t

n

m
m

dubAdbuAx ff 

令 1,,1,0)()(
0

 nmduu ft

t mm


则有 




1

0
)0(

n

m
m

mbuAx  
























1

1

0

1

n

n

u

u
u

bAAbb




记
1

3
nS b Ab A b   

nrankS 
3其状态可控的充分必要条件是

（2）多输入系统

BuAxx 
记可控性矩阵

4
S 1nB AB A B   

状态可控的充要条件为
4

rankS n 或 0det
44
TSS
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例8-32 试用可控性判据判断图8-20所示桥式电路的可控性。

解 选取状态变量： cL
uxix 

21
, 。电路的状态方程如下：

2

4321

1

43

4

21

2

2

2

43

3
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可控性矩阵为  AbbS 
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当 3241
RRRR  时， ，系统可控；反之当 3241

RRRR  ，即电桥处于平衡状态时，
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LLAbbS ，系统不可控，显然， 不能控制 。

nrankS  2
3

u 2
x
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图8-20 电桥电路 图8-21并联电路
例8-33 试用可控性判断图8-21并联网络的可控性。

解 网络的微分方程为 uxCRxxCRx 
22221111


式中， dti
C

ux
c 

1

1

11

1
, dti

C
ux

c 
2
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1

状态方程为
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于是  Abbrank
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rank

当 2211
CRCR  时，系统可控。当 21

RR  ， 21
CC  ，有 2211

CRCR  ，  Abbrank n1

系统不可控；实际上，设初始状态 1 0 2 0( ) ( )x t x t ， 只能使 )()(
21

txtx  ，而不能将 )(
1

tx 与 )(
2

tx

分别转移到不同的数值，即不能同时控制住两个状态。

，

u
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例8-34 判断下列状态方程的可控性
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解  
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4
BAABBS

显见S4矩阵的第二、三行元素绝对值相同， 32
3

rankS

（）为对角阵或约当阵时的可控性判据

，系统不可控。

设二阶系数A、b矩阵为 
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0
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其可控性矩阵S3的行列式为   )(detdet
1221

222

111

3





 bb
bb
bb

AbbS

由此可知：A阵对角化且有相异元素时，只需根据输入矩阵没有全零行即可判断系统可
控。

12
  时，则不能这样判断，这时 0det

3
S ，系统总是不可控的。若
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又设二阶系数A、b矩阵为 


















2

1

1

1 ,
0

1
b
b

bA




其可控性矩阵S3的行列式为   2

2

212

2111

3
detdet b
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bbb

AbbS 







矩阵中与约当块最后一行所对应的行不是全零

由此可知：当A阵约当化且相同

矩阵中的其它行是否为零行是无关的。

以上判断方法可推广到A阵对角化、约当化的n阶系统。设系统状态方程为
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A为对角阵时的可控性判据可表为：A为对角阵且元素各异时，输入矩阵不存在全零行。

特征值分布在一个约当快时，只需根据输入

行，即可判断系统可控，与输入
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当A为对角阵且含有相同元素时，上述判据不适用，应根据可控性矩阵的秩来判断。

设系统状态方程为
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全零行（与约当块其它行所对应的行允许是全零行）；输入矩阵中与相异特征值所

对应的行不存在全零行。

A阵约当化时的可控性判据可表为：输入矩阵中与约

当A阵的相同特征值分布在两个或更多个约当块时，例如
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适用，也应根据可控性矩阵的秩来判断。

，以上判据不

当块最后一行所对应的行不存在
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例8-35 下列系统是可控。
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例8-36 下列系统不可控
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（4）可控标准型问题
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其可控性矩阵为  
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1

1

1

3

1
10

100

1000
10000

与该状态方程对应的可控性矩阵 3
S

一定是可控的，这就是式(4---3)称为可控标准型的由来。

是一个右下三角阵，且其主对角线元素均为1，系统

(4---3)



91

首页
首页首页 退出

退出退出跳转
跳转跳转§4.3 线性定常系统的可观测性

§4.3.1离散系统的状态可观测性

)1(,),0( nuu  )1(,),0( nyy 

)0(x

及

，则称系

)()()(
)()()1(

kDukCxky
kGukxkx




因为是讨论可观性，可假设输入为0，其解为

)0()(
)0()(

xCky
xkx

k

k




将 )(ky 写成展开式















 0()1(

)0()1(
)0()0(

1xCny

xCy
Cxy

n



定义：已知输入向量序列 输出向量序列 ，能唯一确

确定任意初始状态向量 统是完全可观测的。



92

首页
首页首页 退出

退出退出跳转
跳转跳转

其向量-矩阵形式为
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令
























1

1

n

T

C

C
C

V


TV
1 为线性定常离散系统可观测性矩阵。

可观测的充分必要条件为

1rank TV n 1= rank rank ( )T T T T n TV C C C    
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例8-37 判断下列线性定常离散系统的可观测性，并讨论可观测性的物理解释。其输出矩阵

取了两种情况。 2,1),()(),()()1(  ikCkykgukxkx
i
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解 计算可观测性矩阵V1

（1）
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421
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det
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0
,
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11

2

11



















































 VCCC TTTTT

故系统可观测。由输出方程 )()(
2

kxky 

由于
可见，在第k步便可由输出确定状态变量 . kx

2

)()(2)1()1(
322

kxkxkxky 

故在第（k+1）步便可确定 )(
3

kx 。由于

2 2 3 2 1( 2) ( 2) 2 ( 1) ( 1) 4 ( ) 3 ( )y k x k x k x k x k x k         

故在第（k+2）步便可确定 )(
1

kx

该系统为三阶系统，可观测意味着至多以三步便能由y（k），y（k+1），y（k+2）的

输出测量值来确定三个状态变量。

。



94

首页
首页首页 退出

退出退出跳转
跳转跳转

（2） 2
1 2 2

0 1 3 1 9 2
0 0 , 0 0 , ( ) 0 0
1 0 2 1 1 3

T T T T TC C C 
     

            
            

1

0 1 3 1 9 2
0 0 0 0 0 0 2 3
1 0 2 1 1 3

rankV
 

    
   

故系统不可观测。由输出方程 
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1
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kxkx

kxkx
kxkx

kx
kx

ky

可看出三步的输出测量值中始终不含 ，故 是不可观测状态变量。只要有一

个状态变量不可观测，称系统不完全可观测，简称不可观测。

 kx
2

 kx
2

连续系统的状态可观测性 其定义为：已知输入 )(tu 及有限时间间隔  
f

ttt
0



到的输出 )(ty ，能唯一确定初始状态 )(
0

tx ，则称系统是完全可观测的，简称系统可观测。

内测量
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定义

已知输入u(t)及有限时间间隔 0[ , ]ft t t 内测量到的输出y(t)，能惟一确定初始

0t状态x( ),则称系统完全可观测

对于多输入系统

状态可观测的充分必要条件是

2

1

rank rankT

n

C
CA

V n

CA 

 
 
  
 
 
 



或

2 1
2rank rank ( ) ( )T T T T T T n TV C A C A C A C n   

22 ,VV T 均称为可观测性矩阵。



96

首页
首页首页 退出

退出退出跳转
跳转跳转

§ 4.3.3 A为对角阵或约当阵时的可观测性判据

（1）单输入对角二阶系统  
21

2

1

0
0

CCCA 












可观测矩阵
2

V 的行列式为   )(detdet
1221

222

111

2





 CC
CC
CC

CACV TTT

判据：A阵对角化且有相异特征值时，只需根据输出矩阵中没有全零列即可判断系统

12
  时，则不能这样判断，这时 0det

2
V ，系统总是不可观测的。可观测。若

（2）单输入约当二阶系统
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则
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有时A阵的相同特征值分布在两个或更多个约当块内时，例如
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，以上判断方法不适用。

以下 推广到A阵对角化、约当化的n阶系统。设系统动态方程为（令u=0）
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式中 n
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1
为系统相异特征值，状态变量间解耦，输出解为
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判据：输出矩阵中与约当块最前一列所对应的列不是全零列。
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A为对角阵时可观测判据：可表为： A为对角阵且元素各异时，输出矩阵不存在全零列。

当A为对角阵但含有相同元素时，上述判据不适用，应根据可观测矩阵的秩来判断。
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设系统动态方程为

为二重特征值且构成一个约当块， n
 ,,

3
 ，为相异特征值。动态方程解为

1 11 2
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1 21111 1 1
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输出矩阵中与约当块最前一列对应的列不存在全零列（与约当块其它列所对应的列允许是

全零列）；输出矩阵中与相异特征值所对应的列不存在全零列。

对于相同特征值分布在两个或更多个约当块内的情况，以上判据不适用，仍应用可观

测矩阵来判断。

故A为约当

例8-38 下列系统可观测，试自行说明。
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1）

2）

阵且相同特征值分布在一个约当块内时，可观测判据：
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例8-39 下列系统不可观测，试自行说明。

（1）

（2）

§4.3.4 可观测标准型问题

动态方程中的A、c矩阵具有下列形式

 10000 C
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CACACV

0det 2 V

其可观测性矩阵

V2是一个右下三角阵， ，系统一定可观测，这就是形如（8－125）所示的A、C

矩阵称为可观测标准型名称的由来。一个可观测系统，当A、C阵不具有可观测标准型

时，也可选择适当的变换化为可观测标准型。
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§4.4 可控性、可观测性与传递函数矩阵的关系
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§ 4.4.1 SISO系统

当A阵具有相异特征值 时，通过线性变换定可是A对角化为

0ir ix 0if ix

)(sG

bAsIC
su
sy

sG 1)(
)(
)(

)( 

利用A阵对角化的可控、可观测性判据可知：当 时， 不可控；当 时，

测。试看传递函数 所具有的相应特点。由于

不可观

bAsI 1)( 

)()()( 1 sbuAsIsx 

其中

（令初始条件为零）来导出。

乃是输入至状态向量之间的传递矩阵。这可由状态方程 两端取拉氏变换

01 r 1x 1)(  AsIc当 时， 不可控，则 矩阵一定会出现零、极点对消现象，
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如
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1)(ccx(s))s( xAsIy 

是初始状态至输出向量之间的传递矩阵。

0f1  1x 1)(  AsIc当 时， 不可观测，则 也一定会出现零、极点对消现象，如
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bAsI 1)(  1)(  AsIc

有以上分析可知：单输入-单输出系统可控可观测的充要条件是：

由动态方程导出的传递函数不存在零极点对消（即传递函数不可约）；或系统可控的充要

条件是 对消，系统可观测的充要条件是

以上判据仅适用于单输入－单输出系统，对多输入－多输出系统一般不适用。

不存在零极点 不存在零

极点对消。
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例8-40 已知下列动态方程，试研究其可控性、可观测性与传递函数的关系。

1)

2)

3)
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解 三个系统的传递函数均为

（1）A、b为可控标准型 故可控不可观测。

（2）A、c为可观测标准型，故可观测不可控。

（3）由A阵对角化时的可控可观测判据可知，系统不可控不可观测，

为不可控不可观测的状态变量。

，存在零、极点对消。

例8-41 设二阶系统结构图如图所示，试用状态空间及传递函数描述判断系统的可控

性与可观测性，并说明传递函数描述的不完全性。

5
4s




1
1s 

1 2

2

1 2

5
( ) ( ( ) ( ))
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1

( ) ( )
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( ) ( ) [ ( ) ( )]

x s u s x s
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x s y s
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y s x s u s x s


 






  

解 由结构图列写系统传递函数

系统结构图

再写成向量-矩阵形式的动态方程 buAxu
x
x

x
x
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由状态可控性矩阵 3
S 及可观测性矩阵 2

V 有   0,
51

255
33












 SAbbS 故不可控。
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故不可观测。由传递矩阵
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两式均出现零极点对消，系统不可控、不可观测。系统特征多项式为 )1)(5(  ssAsI

，二阶系统的特征多项式是二次多项式，对消结果是二阶系统降为一阶。本系统原是不稳

1 s

系统稳定。

定系统，含一个右特征值 ，但如果用对消后的传递函数来描述系统时，会误认为

§4.4.2 MIMO 系统

多输入-多输出系统传递函数矩阵存在零极点对消时，系统并非一定是不可控或不可观测

的，需要利用传递函数矩阵中的行或列的线性相关性来判断。
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 1 2( ) ( ) ( ) ( )nG s g s g s g s 

1 2, , , na a a 1 1 2 2( ) ( ) ( ) 0n na g s a g s a g s   

1 2( ), ( ), , ( )ng s g s g s 1 2, , , na a a

1 2( ), ( ), , ( )ng s g s g s

BAsI 1)( 
1( )c sI A 

传递函数矩阵 的元素是s的多项式，设 以下面列向量组来表示

若存在不全为零的时常数 使下式

成立，则称函数 是线性相关的。若只有当

式（8-133）才成立，则称函数

定理 多输入系统可控的充要条件是

： 定理 多输出系统可观的充要条件是：

 G s  G s

(8-132)

(8-133)

全为零时，

是线性无关的。

的n行线性无关。

的n行线性无关。
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例8-42 试用传递矩阵判据判断下列双输入-双输出系统的
1 3 2 0 1

1 0 0
0 4 2 , 0 0 ,

0 0 1
0 0 1 1 0

A B C
   

                   
1

1
2

1 3 2 1 3 2
( 1)

( ) 0 4 2 0 4 2
( 1) ( 4)

0 0 1 0 0 1

s s
s

sI A s s
s s

s s





      
            

       

解

写出特征多项式 sI A ，将矩阵中各元素的公因子提出矩阵符号外面以便判断。

1
2

2 4
( 1)

( ) 2 0
( 1) ( 4)

4 0

s
s

sI A B
s s

s



 
      

  

1 2 3, ,a a a

1 2 3[2 4] [2 0] [ 4 0] 0a s a a s    

若存在不全零的时常数 能使下列向量方程

故

成立，则称三个行向量线性相关；若只有当 1 2 3 0a a a  

量线性无关。

时上式才成立，则称三个行向

可控性和可观测性。
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1 2 32 2 ( 4) 0a a s a   

1( 4) 0s a 

1 0a  2 3 32 4 0a a s a  
2 0a 

3 0a 

1 2 3 0a a a   1( )sI A B

1
2

4 3 2( 1)
( )

0 0 4( 1) ( 4)
ss

C sI A
ss s

  
      

1 2 3

4 3 2
0

0 0 4
s

a a a
s

     
            

运算时可先令上式成立，可分列出

解得 且 同幂项系数应相等，有

故只有 时才能满足上述向量方程，于是可断定

关，系统可控。由

令

的三行线性无

1 2 3( 4) 3 2 0a s a a    3( 4) 0s a 可分列为

1 0a  2 0a  3 0a 

1( )c sI A 

解得

故

显见，这时与传递矩阵出现零极点对消无关。利用可控性矩阵及可观测性矩阵的判据，

的三列线性无关，系统可观测。

可得相同结论。
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0 ( 2)( 1) 0
( 2) ( 1)

0 3( 2) ( 2)

s
sI A s

s

s s
s s

s s
s s





 
     
   

  
     
   

1
2

0
( 2)

( ) 1
( 2) ( 1)

( 5)

s
sI A b s

s s
s



 
      

   

1 2 30 ( 1) ( 5) 0a a s a s     

2 3 0a a  2 35 0a a  

例8-43 试用传递矩阵判据判断下列单输入-单输出系统的可控性、可观测性。

解

故

令

分列出 ,

2 3 0a a  1a解得 ， 可为任意值。
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1 2 3( )a a a 1( )sI A b
1( )sI A b

 1
2

( 2)
( ) 1 2 2

( 2) ( 1)
s

c sI A s s s
s s

 
    

 

1 2 3( 1) ( 2) ( 2) 0a s a s a s     

1 2 3 1 2 30, 2 2 0a a a a a a      

1 2 3

3
3

4
a a a 

1 2 3( )a a a 1( )c sI A 
1( )c sI A 

于是能求得不全零的 使上述代数方程满足，故

系统不可控。该单输入系统， 存在零极点对消，由此同样得出不可控的结论。

令

可分列为

解得

可见存在不全零的 满足上述代数方程，故

不可观测。此时 也存在零极点对消，同样得出不可观测的结论。

的三行线性相关，

由

的三列线性相关，系统
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2

§4.5 连续系统离散化后的可控性与可观测性

一个可控的连续系统，当其离散化后并不一定能保持其可控性；一个可观测的连续系统

，离散化后并也不一定能保持其可观测性。下面举例说明，设连续系统动态方程为:

其状态转移矩阵为

其离散化状态方程为

它是可控标准型，故一定可控。

离散化系统的可控性矩阵为
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当采样周期 ( 1,2, )
k

T k



   时，可控性矩阵为零阵，系统不可控。故离散化系统的

采样周期选择不当时，便不能保持原连续系统的可控性。当连续系统状态方程不可控时，

不管采样周期T如何选择，离散化系统一定是不可控的。读者可自行证明：离散后的系统

不可观测。
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５．１ 线性系统的非奇异线性变换及其性质

５．２ 几种常见的线性变换

５．３ 对偶原理

５．４ 线性系统的规范分解

返回

绪论



116

首页
首页首页 退出

退出退出跳转
跳转跳转

第五章 线性系统非奇异线性变换及系统的规范分解

为了便于研究系统固有特性，曾经引入过多种非奇异线性变换，如经常要将A阵对

角化、约当化；将系统化为可控标准型，可观测标准型也需要进行线性变换。为了便于分

析与设计，需要对动态方程进行规范分解。如何变换？变换后，系统的固有特性是否会引

起改变呢？
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§5.1 线性系统的非奇异线性变换及其性质

§ 5.1.1 非奇异线性变换

)t(Du)t(Cx)t(y
)t(Bu)t(Ax)t(


x

x P x
x x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x t A x t B u t

y t C x t D u t

 

 



1x P x 1A P AP 1B P B C CP D D

设系统动态方 程 为 令

非奇异矩阵P 将状态 变换为状态

变换后动态方程

则有

并称为对系统进行P变换。

。

A

1x P x

线性变换的目的在于使

特性，简化分析、计算与设计，在系统建模，可控性、可观测性、稳定性分析，系统综合

设计方面特别有用。非奇异线性变换不会改变系统的固有性质，所以它是等价变换。待计

算出所需结果之后，再引入反变换

终结果。

阵或系统规范化，以便于揭示系统

，将新系统变回原来的状态空间中去，获得最
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系统经过非奇异线性变换，系统的特征值、传递矩阵、可控性、可观测性等重要性质

均保持不变性。下面进行证明。

G
1 1 1( )G CP sI P AP P B D    

1.变换后系统传递矩阵不变

证明： 列出变换后系统传递矩阵

DBPAPPsIPPCP   1111 )(

DBPPAsIPCP   111 ])([

DBPPAsICPP   111 )(

GDBAsIC  1)(

变换前后的系统传递矩阵相同！！！
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|||||| 11111 APPIPPAPPPPAPPI   
1 1| ( ) | | || || |P I A P P I A P     
1| || || | | || | | |P P I A I I A I A       

2.线性变换后系统特征值不变

证明 变换后系统的特征多项式

变换前后的特征多项式相同，故特征值不变。

由此，非奇异变换后，系统的稳定性不变。

1 1 1 1 2 1 1 1 1
4 [ ( ) ( ) ( ) ]nrankS rank P B P AP P B P AP P B P AP P B        

1 1 1 2 1 1[ ]nrank P B P AB P A B P A B     

][ 121 BABAABBrankP n 

][ 12 BABAABBrank n 

3.变换后系统可控性不变

证明 变换后系统可控性阵的秩

变换前后的可控性矩阵的秩相同，故可控性不变。
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1 1 1
2 [( ) ( ) ( ) (( ) ) ) ]T T T n T TrankV rank CP P AP CP P AP CP   

1[ ( ) ]T T T T T T n T Trank P C P A C P A C 

])([ 1 TTnTTTT CACACrankP  

])([ 1 TTnTTT CACACrank  

4.变换后系统可观测性不变

证明 列出变换后可可观测性矩阵的秩

变换前后可观测性矩阵的秩相同，故可观测性不变。

1 1( ) ( )At Att e P e P P t P    

   kkAPtP tAPP
k

tAPPAPtPIe )(
!

1
)(

2
1 122111

证明:

5.

PePPtA
k

tAAtIP

tAPP
k

tAPPAPtPIPP

Atkk

kk

1221

122111

)
!

1
2
1

(

)(
!

1
)(

2
1
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1 2, , , n  

1

21

n

A P A P








 
 
  
 
 
  



( 1,2, , )ip i n   1 2 nP p p p 

i i iA p p

§5.2.1 化A为对角阵

1）A阵为任意方阵，且有互异实数特征根 。则由非奇异变换可将其化为对角

P由特征向量 组成，

特征向量满足

阵

1 2, , , n  



























n
aaaa

A








210

1000

0100
0010

1 2
2 2 2

1 1 1

1 1 1

1 1 1

n

n n n

P
  
  

  

 
 
 
 
 
 
  





  


2)A阵为友矩阵，且有互异实数特征根 。则用范德蒙特（Vandermode）矩阵

P可以将A对角化。
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1 2 m    

( 0, , )i i iAp p i m   1 2, , mp p p

3)A为任意方阵，有m重实数特征根（

异实数特征根，但在求解 时，仍有m个独立的特征向量

则仍可以将A化为对角阵。

），其余（n－m）个特征根为互

，

1

11

1m

n

A P A P












 
 
 
 

   
 
 
 
  





 1 2 1m m nP p p p p p 

1 2, , ,m m np p p  
1 2, , ,m m n    式中， 是互异实数特征根 对应的特征向量。

（8-144）
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1 2 m    
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 1 2 1m m nP p p p p p  

1 1 2, , , ,m m np p p p   1 1 2, , , ,m m n     

2 3, , , mp p p

   
1

1 2 1 2

1

1m mp p p A p p p






 
 
  
 
 
 




§5.2.2 化A为约当阵

1）A阵有m重实数特征根（

根，但重根只有一个独立的特征向量 时，只能将A化为约当阵J。

式中， 分别是互异实数特征根 对应的特征向量，而

是广义特征向量，可由下式求得

），其余（n－m）个特征根为互异实数特征
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1 1 1

1 12 1
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m
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2) A阵为友矩阵，具有m重实数特征根（

互异实数特征根，但重根只有一个独立的特征向量 时，将A约当阵化的P阵为

），其余（n－m）个特征根为

1 1 2,p p

1

1

1

11

1

6

1
1

1

n

J P A P














 
 
 
 
 
    
 
 
 
 
  



2 2
1 1 2 2

1 62 2
1 1 2 2

n

p p p p
P p p p

   
    

      
  

3) A阵有五重特征根 ，但有两个独立特征向量

特征根，一般可化A为如下形式的约当阵J

，其余（n－5）个特征根为互异
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buAxx 
1P zPx 1

§5.2.3 化可控状态方程为可控标准型

前面曾对单输入-单输出建立了如下的可控标准型状态方程

与该状态方程对应的可控性矩阵 是一个右下三角阵，且其主对角线元素均为1

一个可控系统，当A，b不具有可控标准型时，定可选择适当的变换化为可控标准型。

变 换 ， 即 令

设系统状态方程为

进行
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状态方程变换为

要求 （4--4）

根据A阵变换要求，P应满足式（4--4） ，即

设变换矩阵为
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展开之

增补一个方程 整理后，得到变换矩阵为

另根据b阵变换要求，P应满足式（4--4） ，有

 1
1 0 0 1np b Ab A b    

  11
1 0 0 1 np b Ab A b

    

即

故

该式表示 1p 是可控性矩阵逆阵的最后一行。
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于是可以得到变换矩阵P的求法如

1.计算可控性矩阵

2.计算可控性矩阵的逆阵

3.取出 的最后一行（即第n行）构成 行向量

4.按下列方式构造P阵

任意矩阵A化为对角型，然后再将对角阵化为友矩阵的方法将A为友矩阵。

5. 便是将普通可控状态方程可化为可控标准型状态方程的变换矩阵。当然，也可先将
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1 ( , , )S A B C ),,(
2

TTT CBAS
1

S

zBwvCzAzS
CxyBuAxxS

TTT 


,:
,:

2

1





2
S

1
S

1
S

2
S

§5.3 对偶原理

设有系统 ，则称系统 为系统 的对偶系统。其动态方程分别为

式中，x、z均为n维状态向量，u、w均为p维，y、v均为q维。注意到系统与对偶系统之

为 的对偶系统时， 也是 的对偶系统。间，其输入、输出向量的维数是相交换的。当

1
S

2
S

1
S

2
S如果系统 可控，则 必然可观测；如果系统 可观测，则

是对偶原理。

必然可控；反之亦然，这就

1
S

2
S

1
S

2
S

实际上，不难验证：系统 的可控性矩阵与对偶系统 的可观测性矩阵完全相同；系

的可观测性矩阵与对偶系统

在动态方程建模、系统可控性和可观测性的判别、系统线性变换等问题上，应用对偶

原理，往往可以使问题得到简化。

统 的可控性矩阵完全相同。
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cxybuAxx  ,

cA,
,T T Tz A z c v w b z  

设单输入-单输出系统动态方程为

系统可观测，但 不是可观测标准型。其对偶系统动态方程为

对偶系统一定可控，但不是可控标准型。可利用可控标准型变换的原理和步骤，先

将对偶系统化为可控标准型，再一次使用对偶原理，便可获得可观测标准型，下面仅给出

其计算步骤。

2
V

 TnTTTT cAcAcV 1

2
)(  

2
V 1

2

V

1

2
V



















T

n

T

T

v

v
v


2

1

1

2

V T

n
v





















1)( nTT

n

TT

n

T

n

Av

Av
v

P


（1）列出对偶系统的可控性矩阵（及原系统的可观测性矩阵 ）

（2）求 的逆阵 ，且记为行向量组

（3）取 的第n行 ，并按下列规则构造变换矩阵
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1P 1P zPz 1

zPbwvPczPPAz TTT 11 ,  

xcPxPcy
buPxPAPuPbxPPAx

TTT

TTTTTTT


 

)(
)()( 11

（4）求P 的逆阵 ，并引入 变换即 ，变换后动态方程为

( 5 ) 对对偶系统再利用对偶原理，便可获得原系统的可观测标准型，结果为

（8-170）

（8-169）

xPx T

1T n
n n nP v Av A v   

n
v

与原系统动态方程相比较，可知将原系统化为可观测标准型需进行变换，即令

式中， （8-172）

为原系统可观测性矩阵的逆阵中第n行的转置。

（8-171）
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§5.4 线性系统的规范分解

不可控系统含有可控、不可控两种状态变量；状态变量可以分解成可控 、不可控

、不可观

可控不可观测 、不可控可观测 、不可控不可观测

介绍可控性分解和可观测性分解的方法，有关证明从略。

两类，与之相应，系统和状态空间可分成可控子系统和不可控子系统、可控子空间和不可

控子空间。同样，不可观测系统状态变量可以分解成可观 两类，系统和状

态空间也分成可观子系统和不可观子系统、可观子空间和不可观子空间。这个分解过程称

为系统的规范分解。通过规范分解能明晰系统的结构特性和传递特性，简化系统的分析与

设计。具体方法是选取一种特殊的线性变换，使原动态方程中的A，B，C矩阵变换成某种

标准构造的形式。上述分解过程还可以进一步深入，状态变量可以分解成可控可观测 、

四类，对应的状态子空间和子系

统也分成四类。规范分解过程可以先从系统的可控性分解开始，将可控，不可控的状态变

量分离开，继而分别对可控和不可控的子系统再进行可观测性分解，便可以分离出四类状

态变量及四类子系统。当然，规范分解得过程也可以从系统的可观测性分解开始。下面仅
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)( nrr 

1T 1T









 

c

c

x
x

Tx 1

§5.4.1 可控性分解 (用非奇异线性变换)

假定可控性矩阵的秩为

意尽可能简单的（n-r）个列向量，构成非奇异阵的 变换矩阵，那么，只需引入

换，即令 ,式（5--1）便变换成下列的标准构造

，从可控性矩阵中选出r个线性无关列向量，再附加上任

变
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c
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x
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c
x c

x

列列
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)(0
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p
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行

)(
21

1
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式中 维 r为可控状态子向量， 为(n-r)不可控状态子向量

（5--1）

（5--2）
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cc

ccc

xCxCy

xAx

uBxAxAx

21

22

11211









 ＋

cccc
xCyuBxAxAx

1111211
,  ＋

ccc
xCyxAx

222
, 

展开式（5--2）

将输出向量进行分解，可得子系统状态方程。可控子系统状态方程为

不可控子系统状态方程为

22A

)(tx
c )(ty

c
x

1T

显见u只能通过可控子系统传递到输出，而与不可控子系统无关，故u至y之间的传递函数

矩阵描述不能反应不可控部分的特性。但是，不可控子系统对整个系统的影响依然存在不

可忽视，如要求 仅含稳定特征值，以保证整个系统稳定，并且应考虑到可控子系统

及系统输出响应 均与

至于选择怎样的(n-r)个附加列向量是无关紧要的，只要构成的

规范分解的结果。

的状态响应 有关。

非奇异，并不会改变
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例8-44 已知系统 ( , , )S A b c ，试按可控性进行规范分解。
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ccc
xyxx  ,

解 计算可控性矩阵的秩

故不可控。从中选出两个线性无关列，附加任意列向量 ，构成非奇异变换

，并计算变换后的各矩中阵

,

,,

可控子系统动态方程为

不可控子系统动态方程为

矩阵
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设系统可观测矩阵的秩为

向量，再附加上任意尽可能简单的 个列向量，构成非奇异的

需引入 变换，即令 式（5--2）便变换成下列标准构造

，从可观测性矩阵中选出l个线性无关列

变换矩阵，那么只

o
x

o
x )( ln 
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式中 为l维可观测状态子向量， 为 维不可观测状态子向量，

§5.4.2 可观测性分解

（5--3）
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展开式（5--3） ，有

可观测子系统动态方程为

不可观测子系统动态方程为

  nrankCACACrank TTTTT 
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例8-45 试将例8-44所示系统按可观测性进行分解。

解 计算可观测性矩阵的秩

故不可观测，从中选出两个线性无关列，附加任意一列，构成非奇异变换矩阵，

并计算变换后各矩阵
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可观测子系统

不可观测子系统
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6 ．1 状态反馈与极点配置

6 ．2 输出反馈与极点配置

6 ．3 状态重构与状态观测器设计

6 ．4 降维状态观测器的概念

返回

绪论
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第六章 线性定常控制系统的综合设计

本章主要内容是极点配置，通过设计反馈控制来改善系统极点的分配，达到改善系统

相应特性的目的。

根轨迹法：只改变一个参数，在根轨迹上选择极点，不能做到按需要任意配置。

系统反馈控制的分类：

1 按照反馈信号的来源或引出点分 2 按照反馈信号的作用点或注入点分

（1）状态反馈
（2）输出反馈

（1）反馈至状态微分处

（2）反馈至控制输入处
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§6.1 状态反馈与极点配置
§6.1.1 反馈至状态微分处

状态反馈两种基本形式：

（1）状态反馈至控制输入处

特点：系统无需可控可观便可以任意配置耦合极点，且设计上只须将状态反馈阵与原
有的系统矩阵合并即可。能够实现这种反馈控制的系统极少。配置后系统的可控性与可观
性可能改变。

§6.1.2反馈至控制输入处

原系统方程 CxybuAxx  ,
状态向量x通过待设计的状态反馈矩阵k，负反馈至控制输入处，于是

u = v - kx

（2）状态反馈至状态微分处

（下面要重点讲）
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从而构成了状态反馈系统。

状态反馈至控制输入

状态反馈系统方程

( ) ( ) ,x Ax b v kx A bk x bv y Cx      

证明 这里以SISO系统进行证明。设SISO系统可控，通过 xPx 1 ，将状态方

程化为可控标准型，有

设计定理：

引入反馈后，系统可控性不变，闭环极点可任意配置的充要条件是系统可控

（可观性可能改变）。这种系统很少。
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TPbb ]1000[ 

在变换后的状态空间内，引入状态反馈阵

0 1 1[ ]nk k k k  

u v kx 
这里分别由引出反馈系数，故变换后的状态动态方程为

xCyvbxkbAx  ,)(
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式中

0 0 1 1 2 2 1 1

0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1

n n

A bk

a k a k a k a k 

 
 
 
  
 
 
         




   



显见 仍为可控标准型，故引入状态反馈，系统可控不变。其闭环特征方程为),( bkbA 

于是，适当选择 ，可满足特征方程中n个任意特定系统的要求，因而闭环极点可
任意配置。充分性得证。

10, nkk 

再证必要性。

设系统不可控，必有状态变量与输入u无关，不可能实现全状态反馈。于是不可控子系
统的特征值不可能重新配置，传递函数不反映不可控部分的特性。必要性得证。

1 1 1 1 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 0n nA bk a k a k a k             
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对在变换后状态空间中设计的k 应换算回到原状态空间中去，由于

kxvPxkvxkvu 
Pkk 故

(6— 1)

对原受控系统直接采用状态反馈阵k，可获得于式(6— 1)相同的特征值，这是因为线性变
换后系统特征值不变。

实际求解状态反馈阵时，并不一定要进行到可控标准型的变换，只需校验系统可控，计
算特征多项式 和特征值，并通过与具有希望特征值的特征多项式相比较，便可
确定k阵。

)( bkAI 

状态反

因为非奇异线性变换后传递函数矩阵不变，故原系统的传递函数矩阵为
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另外需注意:
馈系统仍是可控标准型。
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而状态反馈系统的传递矩阵为

10 1, 1

2 1
1 1 1 1 0 0

0 , 1 1

1

1
( ) ( ) ( )

n

n n
n n

q q n n

s
G

s a k s a k s a k
s

 

 




 

 

 
   
                  

 


 




显然， 的分子相同，21 ,GG

例8-46 设系统传递函数为

试用状态反馈使闭环极点配置在－2，－1 。

解 单输入-单输出系统传递函数无零极点对消，故可控可观测。其可控标准型实现为

3 2

10 10
( ) ( 1)( 2) 3 2
y

u s s s s s s s
 

   

j
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0 1 0 0
0 0 1 0 , 10 0 0
0 2 3 1

x x u y x
   
        
       



（ ）状态反馈矩阵为31 ][ 210 kkkk

态反馈系统特征方程为
期望闭环极点对应的系统特征方程为

0)2()3()( 01
2

2
3  kkkbkA 

0464)1)(1)(2( 23   jj

由两特征方程同幂项系数应相同，可得 1,4,4 210  kkk

即 系统反馈阵 将系统闭环极点配置在－2，－1 。 4 4 1k  j

例8-47 设受控系统状态方程为 ，试用状态反馈使闭环极点配置
在－1。

1 1

2 2

0 0 1
0 1 1

x x
u

x x
      

       
      




解 由 系 统 矩 阵 为 对 角 阵 ， 显 见 系 统 可 控 ， 但 不 稳 定 。 设 反 馈 控 制 律
为 ， ，则u v kx  1 2k k k
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1 1 2 1

2 1 2 2

1
1 1

x k k x
v

x k k x
        

                 




闭环特征多项式为 1 2 2 2
1 2 1

1 2

( 1) 2 1
1

k k
k k k

k k


   



       

 

因此，    1 2 1 4k k k  

最后，闭环系统的状态方程为 1 1

2 2

1 4 1
1 3 1

x x
v

x x
      

             




例8-48 设受控系统传递函数为 ， 综合指标为：
①超调量： ； 3 2

( ) 1 1
( ) ( 6)( 12) 18 72

y s
u s s s s s s s

 
   %5% 

②峰值时间 ：；③系统带宽： ； ④位置误差 。st p 5.0 10b  0pe 

试用极点配置法进行综合。
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解 1）如图所示，本题要用带输入变换的状态反馈来解题，原系

Av S(A,B,C)

K

U

图8-24 带输入变换的状态反馈系统

统可控标准型动态方程为

 001

1
0
0

18720
100
010

3

2

1

3

2

1







































































y

u
x
x
x

x
x
x









2）根据技术指标确定希望极点
系统有三个极点，为方便，选一对主导极点 ，另外一个为可忽略影响的远1 2,s s
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极点。由第三章，上述指标计算公式如下：

422

2

1 44221
1

%
2





 






 


nb

n

pte

式中， 分别为阻尼比和自然频率。将上述数据代入，从前两个指标可以分别求
出： ；代入带宽公式，可求得 ；综合考虑响应速度和带宽要
求，取 。于是，闭环主导极点为 ，取非主导极点
为 。

n 和
0.707 9.0n   9.0b 

10n 
1,2 7.07 7.07s j  

100103  ns 

3） 确定状态反馈矩阵 k

状态反馈系统的特征多项式为

由此，状态反馈矩阵

2 3 2( ) ( 100)( 14.1 100) 114.1 1510 10000A bk               

   0 0 1 1 2 2 10000 1438 96.1k a a a a a a    
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4）确定输入放大系数

状态反馈系统闭环传递函数为

2 3 2

( )
( )

( ) ( 100)( 14.1 100) 114.1 1510 10000
v vA Ay s

G s
u s s s s s s s

  
     

因此由 ，可以求出0pe 10000vA

§6.2 输出反馈与极点配置

输出反馈至控制输入

§6.2.1输出反馈至控制输入
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CxyBuAxx  ,
如上页图所示，闭环系统

式中，h为 输出反馈阵。)1( n

原系统

原系统

CxyBuxBhCAx  ,)(
其中 hyvu 

输出至输入的反馈不会改变原系统的可控性和可观测性。只要输出是仪器传感器测得，
系统总是可以实现的。

注意：

§6.2.1输出反馈至状态微分处

输出反馈至状态微分处
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原系统 CxyBuAxx  ,

如上页图所示，闭环系统 CxyBuxhCAx  ,)(

式中，h为 输出反馈阵)1( n

设计定理：输出反馈至状态微分处

定理 用输出至状态微分的反馈任意配置闭环极点的充要条件是系统可观测

提示：此定理可用对偶定理来证明。

定理的证明也可以用与状态反馈配置极点定理证明类似的步骤进行。
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反馈控制类型（方
法）

反馈控制能力 反馈设计可实现性 闭环极点任意配置
条件

状态反馈至状态微
分处

很强 极差 无

状态反馈至控制输
入处

强 差 系统可控

输出反馈至控制输
入处

强 差 系统可观

输出反馈至状态微
分处

弱 好 可控可观＋足够的
输入与输出，一般
情况不能任意配置
极点

输出到状态观测器
再到控制输入

强 好 系统可控可观

注意：从输出引反馈信号和从输入引反馈信号总是可行的。
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1
,

2
x Ax Bu y Cx  

xCyBuxAx ˆˆ,ˆˆ 

xx ̂yy ̂yy ̂

§6.3.1 全维状态观测器及其状态反馈系统组成结构

原系统

模拟系统

设计原理：

设计H阵，将 反馈引入状态观测器，使 和 尽快衰减至零。

（6－2）用全维状态观测器实现状态反馈原理
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xCyyyHBuxAx ˆˆ),ˆ(ˆˆ 

HyBuxHCA
xCyxxHCBuxAx




ˆ)(

ˆˆ),ˆ(ˆ̂

§6.3.2 状态观测器的分析与设计

由图（6－2），全维状态观测器状态方程为

故有，

式中， 称为观测器系统矩阵，H为 维矩阵。为了保证状态反馈系统正常工
作，

A-HC)( qn 

必须满足
0)ˆlim( 

t
xx

状态误差向量 的状态方程为xx ̂ )̂)((ˆ xxHCAxx  

其解为
)](̂)([ˆ 00

))(( 0 txtxexx ttHCA  
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当 时，恒有 ，输出反馈不起作用；当 时，
有 ，

输出反馈便起作用，这时只要观测器的极点具有负实部，状态误差向量总会按指数衰减，

衰减速率取决于观测器的极点配置。

)()(̂ 00 txtx  )()(̂ txtx  )()(̂ txtx )()(̂ txtx 

设计定理

若系统 可观测，则可用全维观测器

来给出状态估值，矩阵H可按极点配置的需要来设计，以决定状态估计误差衰减的速率。
实际选择H阵参数时，既要防止状态反馈失真，又要防止数值过大导致饱和效应和噪声加
剧等，通常希望观测器的响应速度比状态反馈系统的响应速度快3～10倍为好。

),,( CBA

HyBuxHCAxxHCBuxAx  ˆ)()ˆ(ˆ̂

提示： 设计过程与方法与输出反馈到状态微分的系统相同
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例8-49 设受控对象传递函数为 ，试设计全维状态观测器，将其极
点配置在－10，－10。 )2)(1(

2
)(
)(




sssu
sy

解 该单输入－单输出系统传递函数无零极点对消，故系统可控可观测。若写出其可
控标准型实现，则有

由于 ，输出反馈H为 矩阵。全维观测器的系统矩阵为

观测器的特征方程为

期望特征方程为

 02,
1
0

,
32

10




















 cbA

1,2  qn )12( 

  































322

12
02

32
10

1

0

1

0

h
h

h
h

HCA

0)226()32()( 100
2  hhhHCAI 

010020)10( 22  

由特征方程同幂系数相等可得 5.23,5.8 10  hh

分别为由 引至 的反馈系数。一般来说，如果给定的系统模型是传递函
数，建议按可观标准型实现较好，这样观测器的极点总可以任意配置，从而达到满意的效
果，若用可控标准型实现，则观测器设计往往会失败。

10 , hh )ˆ( yy 
21 ˆˆ xx  、
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状态反馈子系统的动态方程为

全维状态观测器子系统的动态方程为

Cxy
BvxBKAxBuAxx


 ˆ

BvHCxxHCBKAyyHBuxAx  ˆ)()ˆ(ˆ̂

  















































x
x

Cy

v
B
B

x
x

HCBKAHC
BKA

x
x

ˆ
0

ˆ̂


§6.3.3状态重构反馈系统分析与设计

故复合系统动态方程为

由于， )̂)((ˆ xxHCAxx   ˆ( ) ( )x Ax B Kx Bv A B K x B K x x      且
可以得到复合系统的另外一种形式。

  



















































xx
x

Cy

v
B

xx
x

HCA
BKBKA

xx
x

ˆ
0

0ˆ0̂


（6－3）
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由式（6－3），可以导出复合系统传递函数矩阵 为

利用分块矩阵求逆公式

则

)(sG

  v
B

HCAsI
BKBKAsI

C
xx

x
































0)(0
)(

0
ˆ

1











 













1

1111

00 T
STRR

T
SR

  BBKAsICsG 1)()( 
式（6－3）右端正是引入真实状态 作为反馈的状态反馈系统

的传递函数矩阵。该式表明复合系统与状态反馈系统具有相同的传递特性，与观测器的部
分无关，可用估值状态 代替真实状态 作为反馈。从 维复合系统导出了 传
递函数矩阵，这是由于 不可控造成的。
复合系统的特征值多项式为

x

Cxy
BvxBKAKxvBAxx


 )()(

x̂

x

n2 )( nn 
)̂( xx 

( )
( ) ( )

0 ( )
sI A B K B K

sI A B K sI A H C
sI A H C

  
        

（6－3）
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该式表明复合系统特征值是由状态反馈子系统和全维状态观测器的特征值组合而成的，且
两部分特征值相互独立，彼此不受影响，因而状态反馈矩阵K和输出反馈矩阵H，可根据
各自的要求来独立进行设计，故有下列定理。

设计定理 若受控系统S 可控可观测，用状态观测器估值形成状态反馈
时，其系统的极点配置和观测器设计可分别独立进行。即K与H的设计可分别独立进行.

§6.4 降维状态观测器的概念

当状态观测器估计状态向量维数小于受控对象状态向量维数时，称为降维状态观测器。
使用场合：
一是系统不可观测；二是不可控系统的状态反馈控制设计；三是希望简化观测器的结构或
减小状态估计的计算量。

),,( CBA

例8-50 已知 和 ,试设计特征值为－2

的降维状态观测器。
解 (1) 检查受控系统可观测性

系统不可观测，实际上正是 不可观测。
(2) 考虑到 可通过测量得到，故设计一维状态观测器

1 1

2 2

3 3

1 0 0 1 0
0 1 1 0 1
0 0 1 0 1

x x
x x u
x x

       
               
              





 
1

2

3

0 1 0
x

y x
x

 
   
  

2

0 0 0
( ) 1 1 1 2

0 1 2

T T T T Trank C A C A C rank
 
       
  

1x
2x y
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(3) 将 作为观测量，得到降维观测器动态方程为

(4) 由观测器特征方程 ,得到 。
故降维观测器动态方程最后为

(5) 如果要进行状态反馈，则可用 作原系统状态反馈的状态信息。即

注意：在本题中，可观测子系统的观测值不是由传感器直接测量得到，而是根据传感器的
测量值计算出来的。请读者自己考虑闭环状态反馈系统的控制器设计问题。

本课程到此结束，谢谢使用。
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